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ТРОИЧНЫЕ МОДУЛЬНЫЕ КОДЫ С СУММИРОВАНИЕМ  
ДЛЯ СИНТЕЗА ЦИФРОВЫХ САМОПРОВЕРЯЕМЫХ УСТРОЙСТВ  

Д. В. ЕФАНОВ*  
 Российский университет транспорта, Москва, Россия,  

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, Санкт-Петербург, Россия 
*TrES-4b@yandex.ru 

Аннотация. Рассматриваются троичные коды с суммированием, предназначенные для синтеза цифровых 
самопроверяемых схем, функционирующих в троичной логике и обладающих свойством обнаружения любых 
не композиционных (при которых число символов каждого вида сохраняется) ошибок в информационных век-
торах. Приводятся правила построения троичных кодов с суммированием, которые по своим свойствам схожи с 
бинарным кодом Бергера. Рассматриваются две модификации троичного кода с суммированием — коды с сум-
мированием в кольце вычетов по модулям μ=3 и μ=9 — и некоторые характеристики обнаружения ошибок эти-
ми кодами. Показано, что доля необнаруживаемых троичными кодами с суммированием ошибок кратностью d 
от общего числа ошибок данной кратностью является постоянной величиной, не зависящей от длины информа-
ционного вектора.  

Ключевые слова: отказоустойчивые и самопроверяемые цифровые устройства и системы, помехо-
устойчивое и помехозащищенное кодирование, троичные коды с суммированием, троичные модульные коды с 
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Введение. С развитием техники и технологий возрастает актуальность исследований по 

усовершенствованию принципов представления данных, а также увеличению мощности вы-
числительных систем наряду с уменьшением их габаритов и повышением скорости выполне-
ния процедур. 

Основным способом построения отказоустойчивых и самопроверяемых цифровых уст-
ройств и систем является внесение аппаратной и программной избыточности [1—4]. При 
этом широко применяются методы кодирования и защиты информации [5—7], использова-
ние которых позволяет при заданных условиях и ограничениях синтезировать высоконадеж-
ные и безопасно функционирующие цифровые устройства, применяемые в современных 
управляющих комплексах [8]. Микроэлектронные компоненты и типовые блоки цифровых 
устройств постоянно совершенствуются, повышается их быстродействие, уменьшаются габа-
риты, увеличивается число элементарных единиц, размещаемых на одном кристалле и т.д. [9, 10]. 
В настоящее время осуществляется реализация транзисторов миниатюрных размеров (дос-
тигнута технология 7 нм и менее [11, 12]) и отмечаются возможности создания транзистора с 
минимальным числом электронов (одним) [13]. В этом случае достигается физический предел 
реализации данного вида элементов, а значит, требуются и развитие используемых парадигм, 
и переход к новым формам представления цифровой информации. Одним из таких переходов 
может стать переход от использования двоичной логики в представлении данных к использо-
ванию троичной логики [14]. В мировом научном сообществе более полувека активно обсуж-
даются вопросы синтеза цифровых устройств и систем, функционирующих по принципам 
троичной логики. Известны и конкретные реализации подобных систем, отдельных логиче-
ских элементов и функциональных устройств, к примеру, описанные в [15—18]. 

Для защиты данных и синтеза надежных цифровых устройств, функционирующих в 
троичной логике, также применяются методы кодирования [19—21]. Как и для устройств, 
реализующих принципы двоичной логики, устройства троичной логики могут быть синтези-
рованы с использованием помехоустойчивых и помехозащищенных кодов, принадлежащих к 
типу блочных равномерных кодов. При этом для ряда задач, например синтеза самотестируе-
мых и самопроверяемых цифровых устройств, могут эффективно использоваться коды, ори-
ентированные на обнаружение ошибок, а не на их исправление. Такие коды имеют меньшую 
избыточность и соответственно вносят меньшие аппаратурные затраты при построении уст-
ройства, чем корректирующие коды [22]. Среди кодов с обнаружением ошибок известны 
композиционные коды (коды с сохранением числа различных уровней цифровых сигналов 
[23, 24]) и коды с суммированием [25]. Первые коды являются неразделимыми, а вторые — 
разделимыми. В [26, 27] описаны аналоги классических двоичных кодов Бергера, построен-
ные в трехпозиционной системе, перечислены достоинства и недостатки данных кодов и 
предлагается рассмотреть коды с суммированием, для которых используется процедура рас-
чета количества уровней цифровых сигналов в кольце вычетов по модулям μ=3 и μ=9. Такие 
коды можно считать аналогами классических двоичных кодов Боуза — Лина [28, 29]. 

Цель представленного в настоящей статье исследования — анализ характеристик обна-
ружения ошибок в информационных векторах троичных модульных кодов с суммированием, 
учет которых целесообразен при решении задач синтеза отказоустойчивых и самопроверяе-
мых цифровых устройств и систем, функционирующих в троичной логике. 

Троичные коды с суммированием. Для представления данных в троичной логике бу-
дем использовать символы из множества {0, 1, 2}, при этом ориентируясь не на какую-либо 
из троичных систем счисления, а полагая, что элементарное устройство характеризуется  



 Троичные модульные коды с суммированием для синтеза цифровых самопроверяемых устройств 309 

JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2022. Vol. 65, N 5                                                      ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2022. Т. 65, № 5 

тремя состояниями (один трит данных кодируется тремя различными способами). Например,  
6-битный вектор может быть представлен последовательностью числовых значений 
<011201>. 

Введем следующие характеристики троичных кодовых векторов: r1 — число разрядов 
кодового вектора, принимающих значение 1, и r2 — число разрядов кодового вектора, при-
нимающих значение 2. Очевидно, что число разрядов кодового вектора длиной m, прини-
мающих значение 0, определяется как разность: 1 2m r r  . Для приведенного примера кодо-

вого вектора r1=3 и r2=1. 
Зная параметры r1 и r2, можно, например, получить все кодовые векторы, принадлежа-

щие композиционному коду 1 2,r r
mC . Число кодовых векторов с одинаковой композицией чисел 

1 и 2 (с одинаковыми r1 и r2) определяется величиной 21

1

rr
m m rC C  , где первый множитель опре-

деляет количество вариантов расположений в информационном векторе разрядов, равных 1,  
а второй — разрядов, равных 2 (количество вариантов расположений разрядов, равных 0, оп-

ределяется однозначно и равно 1 2

1 2
1m r r

m r rC  
   ). Для кода 3,1

6C  мощность множества кодовых 

слов определяется величиной 3 1
6 3 20 3 60C C    . 

В классических кодах с суммированием (обозначим их как Σm-коды) всем информаци-
онным кодовым векторам с одинаковыми числами r1 и r2 соответствуют одинаковые кон-
трольные векторы [26, 27]. Другими словами, для построения Σm-кода необходимо опреде-
лить числа r1 и r2, записать их в троичном виде и расположить последовательно в разрядах 
контрольных векторов. Так как максимальные значения чисел r1 и r2 равны r1=r2=m, то для 
представления каждого из них в троичном виде требуется по  3log 1m     разрядов (запись 

...    обозначает целое сверху от вычисляемого значения). Избыточность Σm-кода, таким обра-

зом, равна  32 log 1k m    . Для 6-битного информационного вектора, например, избыточ-

ность определяется числом k=4 (так, если m=100, то k=10). 
Указанные особенности построения Σm-кодов позволяют наделить их определенными 

свойствами обнаружения ошибок в информационных векторах — свойством обнаружения 
ошибок определенной кратностью и конкретного вида. Под кратностью d ошибки понимает-
ся число искажаемых разрядов, а вид определяется совокупностью числа искажений разря-
дов, равных 0, 1 и 2.  

Ошибки по видам классифицируются на монотонные и немонотонные, а последние, в 
свою очередь, на композиционные и асимметричные [28, 29]. Такая классификация вытекает 
из принципов применения избыточного кодирования для построения цифровых устройств — 
использования особенностей обнаружения ошибок для их идентификации в вычислениях 
данных устройствами. Монотонная ошибка в троичном кодовом векторе — это ошибка, при 
которой сохраняется приоритет значений, определенный в каждом из известных классов тро-
ичных монотонных функций. Известно [30], что в троичной логике имеется три класса моно-
тонных функций (классы M1, M2 и M3). Класс M1  монотонные функции, для которых при 
сравнении аргументов принят порядок 0 < 1 < 2. Класс M2  монотонные функции, для кото-
рых при сравнении аргументов принят порядок 1 < 2 < 0. Класс M3  монотонные функции, 
для которых при сравнении аргументов принят порядок 2 < 0 < 1. Монотонные ошибки в 
троичных кодовых векторах могут быть классифицированы на подвиды (однонаправленная, 
двунаправленная и др.). Немонотонная ошибка — это ошибка, при которой приоритет значе-
ний, определенный в каждом из известных классов троичных монотонных функций, не сохра-
няется. Среди немонотонных ошибок выделяется класс композиционных ошибок — ошибок, 
при которых сохраняются числа r1 и r2. Например, все ошибки данного класса не будут  
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обнаружены Σm-кодами. Если же композиция чисел 1 и 2 нарушается при ошибке, то такая 
ошибка называется асимметричной (для асимметричных ошибок, так же как и для монотон-
ных, могут быть выделены подвиды).  

Σm-коды обнаруживают любые монотонные и асимметричные ошибки, но не обнаружи-
вают любые композиционные ошибки [26, 27]. При этом число k для них зависит от m и при 
малой длине информационного вектора существенно. В целях уменьшения избыточности ко-
да и сохранения постоянным числа k при любых m могут быть использованы принципы мо-
дулярной арифметики — вычисления параметров r1 и r2 в кольце вычетов по заранее уста-
новленному модулю μ. Эффективным является применение модулей из множества 

  3log 1 11 23 , 3 , ..., 3
m    . В этом случае используются все возможные варианты построе-

ния контрольных векторов. Коды с суммированием, для которых используется операция сум-

мирования в кольце вычетов по модулю μ, обозначим как m
 -коды и далее будем называть 

модульными кодами с суммированием. Модульные коды с суммированием не обнаруживают 
все композиционные ошибки и некоторые монотонные и асимметричные ошибки.  

Особенности обнаружения ошибок троичными модульными кодами с суммирова-
нием. Для анализа характеристик обнаружения ошибок в информационных векторах кодами 
с суммированием предварительно производится их разбиение на группы, соответствующие 
одинаковым контрольным векторам (контрольные группы) [31]. Затем анализируются пере-
ходы между каждой парой векторов, входящих в одну и ту же контрольную группу, что по-
зволяет определить кратность необнаруживаемой ошибки и ее вид. Рассмотрим распределе-

ние информационных векторов на контрольные группы для 3
4 -кода (табл. 1). 

       Таблица 1 
Контрольные группы, r1(mod3)-r2(mod3) 

0-0 0-1 0-2 1-0 1-1 1-2 2-0 2-1 2-2 
Информационные векторы 

0000 0002 0022 0001 0012 0122 0011 0112 1122 
  0020 0202 0010 0021 0212 0101 0121 1212 
  0200 0220 0100 0102 0221 0110 0211 1221 
  2000 2002 1000 0120 1012 1001 0221 2112 
    2020   0201 1021 1010 1012 2121 
    2200   0210 1022 1100 1102 2211 
        1002 1202   1120   
        1020 1220   1201   
        1200 2012   1210   
        2001 2021   2011   
        2010 2201   2101   
        2100 2210   2110   

0111 2222   1111           
1011 1112   1222           
1101 1121   2122           
1110 1211   2212           
0222 2111   2221           
2022                 
2202                 
2220                 

Контрольные группы соответствуют всем возможным комбинациям чисел r1(mod3) и 
r2(mod3). В таблице каждая контрольная группа выделена как r1(mod3)-r2(mod3)-группа. Для 
простоты изложения далее обозначим числа r1(modμ) и r2(modμ) как a и b соответственно, а 
группы — как a-b-группы. В таблице информационные векторы распределены не только по 
контрольным группам, но и выделены две категории векторов (верхняя и нижняя части таб-
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лицы): в верхней части указаны информационные векторы, для которых r1=r1(mod3) и 
r2=r2(mod3), в нижней — векторы, для которых эти равенства нарушаются. Между информа-
ционными векторами одной контрольной группы, но принадлежащими только верхней или 
только нижней части таблицы, возможно возникновение лишь композиционной ошибки, то-
гда как между векторами одной контрольной группы, но принадлежащими разным частями 
таблицы, возникают монотонные и асимметричные ошибки. Таким образом, любой модуль-
ный троичный код с суммированием не будет обнаруживать любые композиционные ошибки 
в информационных векторах, а также некоторую долю монотонных и асимметричных оши-

бок. Число ошибок, не обнаруживаемых 3
4 -кодом, по сравнению с числом ошибок, не обна-

руживаемых немодульным кодом с суммированием, увеличится, но при этом число кон-
трольных разрядов не будет зависеть от длины информационного вектора и будет постоян-
ным для выбранного значения модуля μ. 

Анализируя табличную форму задания m
 -кода, можно вычислить общее количество 

необнаруживаемых ошибок по видам и кратностям. Для расчета требуется определить число 
контрольных групп и состав информационных векторов в них. Число контрольных групп оп-
ределяется значением модуля μ. Для чисел r1 и r2 существуют только наименьшие неотрица-
тельные вычеты из множества {0, 1, …, μ–1}. Мощность данного множества равна μ. Таким 

образом, общее число контрольных групп определяется величиной 2 . К примеру, в рассмат-

риваемом случае (см. табл. 1) имеется 23 9  контрольных групп. Необходимо заметить, что 
для кодов с различными значениями m и μ часть контрольных групп могут оказаться пусты-

ми. Общее число необнаруживаемых m
 -кодом ошибок определяется как 

 -

1, 1

,
0, 0

,
a b

m k a b
a b

N N
 

 
   (1) 

где -a bN  — число необнаруживаемых ошибок в контрольной группе a-b, для расчета которо-

го необходимо определить число -a bQ  — общее количество информационных векторов в 

контрольной группе: 
  - - -* 1 .a b a b a bQ Q Q   (2) 

Как отмечено выше, количество информационных векторов с одинаковыми числами r1 

и r2 равно 21

1

rr
m m rC C  . При этом указанная величина определяет общее число информационных 

векторов только в том случае, когда рассчитываются числа r1 и r2, а не вычеты для них 

r1(modμ) и r2(modμ). Можно сказать, что в данном случае речь идет о Σm-коде, а не о m
 -

коде. Однако m
 -код напрямую получается из Σm-кода с такой же длиной информационного 

вектора. Например, в табл. 1 задан 3
4 -код, который получен из Σ4-кода. Все векторы нижней 

части таблицы — это контрольные группы Σ4-кода, смещенные из групп r1-r2 в группы 
r1(modμ)-r2(modμ). Когда определяется вычет для одного из чисел r1 и r2, превышающего ве-
личину μ–1, то все информационные векторы для группы r1-r2 окажутся в группе r1(modμ)-
r2(modμ). К примеру, в табл. 2 рассмотрена часть распределения информационных векторов 
для r1<μ (в этом случае r1(modμ)=r1) и произвольных r2. Все информационные векторы в 
группах r1-0+i, r1-μ+i, r1-2μ+i, …,  0,1,..., 1 ,i   Σm-кода оказываются в одной контрольной 

группе m
 -кода. Число информационных векторов в контрольной группе равно 

  
1 1 1 1

11 2 1 1 1

0 2
- mod ... ,

m ir r r ri i i
m m r m m mr r m r m r m rQ C C C C C C C C       

         0, 1, ..., 1 ,i     (3) 
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либо иначе: 

  
1

1 2 1- mod
0

,
j m

j ir
mr r m r

j
Q C C

   


 


    0, 1, ..., 1 ,i    (4) 

Аналогично получается выражение для контрольных групп r1(modμ)=r2, r2<μ. Для про-
извольной группы a-b выражение для расчета общего числа информационных векторов имеет 
следующий вид:  

 
1 2

2 21 1

1 1
1 2

,

-
0, 0

* ,
j m j m

j ij i
a b m m j i

j j
Q C C

         

 

 
    1 2, 0, 1, ..., 1 ,i i     (5) 

где  1 1 modi r   и  2 2 modi r  . 

К примеру, для 3
4 -кода формула (5) дает: 

1 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1
1 2

1, 1
3 3 3 3 3 3

- 4 4 4 4 44 3 4 4 1 1
0, 0

* ,
j j

j i j i i i i i i i i i
a b j i i i i i

j j
Q C C C C C C C C C C

 
     

     
 

       1 2, 0, 1, 2 .i i   

Для группы 0-1 имеем 
0 1 0 4 3 1
4 4 4 4 4 1 1 4 1 1 4 1 9.C C C C C C          

Первый сомножитель определяет число информационных векторов с сочетанием чисел 
0-1, второй – с сочетанием чисел 0-4 и третий – с сочетанием 3-1. 

  Таблица 2 
r1-r2 

r1-0 r1-1 … r1-μ–1 r1-μ r1-μ+1 … r1-2μ–1 … r1- m     r1- 1m      … r1-m 

1

1

0r
m m rC C   1

1

1r
m m rC C   … 1

1

1r
m m rC C


1

1

r
m m rC C


 1

1

1r
m m rC C


 … 1

1

2 1r
m m rC C 

 …  1

1

mr
m m rC C    

  1

1

1mr
m m rC C    

  … 0 m
m mC C  

Вычисления по формулам (1), (2) и (5) позволяют определить общее количество необ-
наруживаемых ошибок троичными модульными кодами с суммированием. Для расчета числа 
необнаруживаемых ошибок по кратностям требуется более глубокий анализ. 

Процедура анализа табличной формы задания троичных кодов с суммированием была 

автоматизирована, что позволило определить характеристики обнаружения ошибок Σm-, 
9
m - 

и 3
m -кодами с длиной информационных векторов m=3…11 (табл. 3—5 соответственно). Рас-

четы с бόльшими значениями m весьма затруднены, так как осуществляется множество срав-
нений троичных чисел. Несмотря на это, уже по полученным значениям можно установить 
некоторые закономерности. 

Данные в табл. 3—5 получены следующим образом. Для каждого модульного кода с 
суммированием с заданной длиной информационного вектора сформированы таблицы, со-
держащие классификацию полного множества информационных векторов по группам кон-
трольных векторов (по аналогии с табл. 1 и 2). Далее определены все возможные переходы 
информационных векторов друг в друга внутри каждой контрольной группы и вычислены 
кодовые расстояния между векторами, соответствующие кратностям d необнаруживаемых 
ошибок. Полученные значения суммировались по каждой контрольной группе и по каждой 
кратности. В табл. 3—5 для каждого значения m в 1-й строке представлено общее количество 
необнаруживаемых ошибок модульными кодами с суммированием по кратностям; во 2-й 
строке — общее количество возможных ошибок каждой кратностью; в 3-й строке указаны 
доли необнаруживаемых ошибок кратностью d в информационных векторах от общего числа 
ошибок данной кратностью (величина βd, %).  
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Анализ таблиц позволяет вывести следующую закономерность. 
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Теорема. Значение показателя βd, характеризующего долю необнаруживаемых троич-
ными кодами с суммированием ошибок кратностью d в информационных векторах от обще-
го числа ошибок данной кратностью, не зависит от длины информационного вектора и яв-
ляется постоянным для любого кода с заданным модулем µ. 

Эта теорема характеризует как Σm-коды, так и m
 -коды, однако подтверждается только 

расчетами и математического доказательства к настоящему времени не имеет. 
В табл. 6 представлены значения показателя βd для трех рассмотренных кодов, а на 

рис. 1 графически проиллюстрированы зависимости βd(d) для 3
m - и 9

m -кодов. Для Σm-кодов 

график не представлен, так как для d=2…8 он совпадает с графиком для 9
m -кодов, а при  

d≥9 значения βd в рассмотренном диапазоне кратностей ошибок отличаются не существенно. 
Таблица 6  

d 
βd, % 

Σm-коды 9
m -коды 3

m -коды 

2 16,66667 16,66667 16,66667 
3 5,55556 5,55556 8,33333 
4 6,94444 6,94444 12,5 
5 4,62963 4,62963 10,41667 
6 4,37243 4,37243 11,45833 
7 3,60082 3,60082 10,9375 
8 3,26325 3,26325 11,19792 
9 2,88399 2,88405 11,06771 

10 2,62685 2,62774 11,13281 
11 2,39152 2,39518 11,10026 

 

 
Рис. 1 

Для рассматриваемых кодов значения β2 совпадают (не обнаруживается примерно каж-
дая 6-я двукратная ошибка в информационных векторах); значения же β3 совпадают только 

для Σm- и 9
m -кодов (примерно каждая 18-я трехкратная ошибка не будет обнаружена); для 

3
m -кодов примерно каждая 12-я трехкратная ошибка данными кодами не обнаруживается. 

Для d≥4 значение показателя βd находится в диапазоне 10…12 % для 3
m -кодов и 2…7 % для 

9
m - и Σm-кодов. 

В отличие от бинарных аналогов [32] значения показателя βd у троичных кодов гораздо 
ниже (ср.: данные табл. 6 с данными для бинарных модульных кодов с суммированием, на-
пример из работы [33]). Это объясняется бόльшим количеством информационных векторов 

d, % 
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заданной длиной m, строящихся в троичной логике, чем в двоичной логике. Наличие же оши-
бок нечетной кратностью объясняется используемыми значениями модулей 

  3log 1 11 23 , 3 , ..., 3
m    . В таблице задания кода в одной и той же контрольной группе 

формируются информационные векторы, для которых r1(modμ) или r2(modμ) при разных зна-
чениях r1 или r2 имеют различную четность.  

Рассмотрим еще два показателя обнаружения ошибок троичными кодами с суммирова-
нием.  

Первый показатель характеризует долю необнаруживаемых ошибок от общего числа 
ошибок в информационных векторах: 

 ,
, 100 %.m k

m k
m

N
N

    (6) 

Второй показатель характеризует близость рассматриваемого кода к коду с наименьшим 
возможным числом необнаруживаемых ошибок при заданных значениях m и k [34, 35]: 

 
 min

,
,

, ,

3 3 1
100 % 100 %.

m m k
m k

m k
m k m k

N
N N

 
      (7) 

Чем значение показателя γm,k меньше и ближе к нулю, тем эффективнее код обнаружи-
вает ошибки в информационных векторах; чем значение показателя ξm,k выше и ближе к 100 %, 
тем эффективнее в рассматриваемом коде используются контрольные разряды. 

В табл. 7 представлены абсолютные показатели обнаружения общего числа ошибок 
троичными кодами с суммированием, а в табл. 8 — относительные.  

Таблица 7 

m Nm 
 Σm-коды  9

m -коды  3
m -коды 

,m kN  min
,m kN  ,m kN  min

,m kN  ,m kN  min
,m kN  

3 702 66 – 66 – 72 54 
4 6480 558 0 558 0 702 648 
5 58806 4410 486 4410 486 6480 6318 
6 530712 34440 5832 34440 5832 58806 58320 
7 4780782 270648 56862 270648 56862 530712 529254 
8 43040160 2151198 524880 2151198 524880 4780782 4776408 
9 387400806 17300154 511758 17300160 4763286 43040160 43027038 

10 3486725352 140609016 4723920 140609736 42987672 387400806 387361440 
11 31380882462 1153285848 42869574 1153319904 387243342 3486725352 3486607254 

  Таблица 8  

m 
γm,k, % ξm,k, % 

Σm-коды 9
m -коды 3

m -коды Σm-коды 9
m -коды 3

m -коды 

3 9,40171 9,40171 10,25641 – – 75 
4 8,61111 8,61111 10,83333 0 0 92,30769 
5 7,49923 7,49923 11,01928 11,02041 11,02041 97,5 
6 6,4894 6,4894 11,08059 16,9338 16,9338 99,17355 
7 5,66117 5,66117 11,10095 21,00958 21,00958 99,72527 
8 4,99812 4,99812 11,10772 24,39943 24,39943 99,90851 
9 4,4657 4,4657 11,10998 2,95811 27,53319 99,96951 

10 4,0327 4,03272 11,11073 3,35961 30,57233 99,98984 
11 3,67512 3,67523 11,11099 3,71717 33,5764 99,99661 
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C увеличением длины информационного вектора от m=3 к m=11 значения показателя 

γm,k для 9
m - и Σm-кодов уменьшаются от 9,4 % к величине 3,68 %, значение же показателя 

γm,k для 3
m -кодов возрастает до 11,1 % — примерно эта величина является предельной для 

3
m -кодов и равна 2 100   %, для 9

m -кодов данная величина равна 3 100   %. Особенности 

изменения показателя γm,k для троичных модульных кодов с суммированием иллюстрируются 
рис. 2. 

 γm,k, % 

11 

10 

9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 
 3           4           5           6           7            8           9          10        т 

=9 

=3 

 
Рис. 2 

Анализ величин ξm,k показывает, что два контрольных разряда 3
m -кодами значительно 

эффективнее используются, чем другими кодами с суммированием. Для данных кодов значе-

ние ξm,k уже при m=6 превышает 99 %. Для 9
m -кодов показатель ξm,k от 0 при m=4 постепен-

но увеличивается и достигает значения 33,6 % при m=11. C дальнейшим увеличением длины 
информационного вектора значение показателя ξm,k возрастает и, так же как и для кода с мо-
дулем µ=3, приближается к 100 %. Наименее эффективно используются контрольные разряды 
у Σm-кодов: до значения m=8 показатель ξm,k возрастает, однако не превышает и 25 %, а после 
резко падает и далее до m=11 не превышает 4 %. С увеличением т зависимости сохраняются 
при каждом новом увеличении числа контрольных разрядов. Самим кодом с суммированием, 
таким образом, крайне неэффективно используются свои контрольные разряды. Именно по-
этому, а также по причине более простой процедуры обеспечения самопроверяемости кодера 
кода с суммированием (формируется полное множество контрольных векторов) представля-
ется целесообразным использование именно модульных кодов с суммированием при синтезе 
контролепригодных цифровых устройств и технических средств их диагностирования. 

Заключение. При синтезе контролепригодных цифровых схем и технических средств 
их диагностирования эффективным представляется использование троичных модульных ко-
дов с суммированием, некоторые из которых рассмотрены в настоящей статье. Такие коды, 
несмотря на малую избыточность, не обнаруживают сравнительно небольшое количество 
ошибок в информационных векторах.  

В ходе исследования получены следующие новые научные результаты: 
— сформулированы правила построения троичных модульных кодов с суммированием 

в троичной несимметричной логике, являющихся аналогами двоичных модульных кодов; 
— получена формула расчета общего количества необнаруживаемых ошибок троичны-

ми модульными кодами с суммированием; 
— экспериментально установлено, что троичные модульные коды с суммированием со-

храняют свойство классических двоичных и троичных кодов с суммированием, заключаю-
щееся в том, что доля необнаруживаемых ими ошибок кратностью d в информационных век-
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торах от общего числа ошибок данной кратностью не зависит от длины информационного 
вектора и является постоянной величиной.  

Это и другие свойства кодов с суммированием целесообразно учитывать при синтезе 
самопроверяемых и отказоустойчивых цифровых вычислительных устройств и систем. 

Дальнейшие исследования особенностей троичных кодов с суммированием могут быть 
связаны с изучением методов их модификации, направленных на повышение числа обнару-
живаемых ошибок как в целом, так и по их видам и кратностям при малой избыточности ко-
да. Например, подобные модификации кодов могут быть получены путем установления не-
равноправия между разрядами в информационном векторе и использования также модуляр-
ной арифметики для получения суммарного значения веса [36].  
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Аннотация. Представлены результаты исследования производительности планировщиков движения, 
основанных на выборке одного запроса, для различной кинематики манипуляционных роботов и характери-
стик окружающей среды. Анализ проводился применительно к задачам поиска пути в многомерном конфигу-
рационном пространстве. Проанализированы однонаправленные и двунаправленные планировщики по их 
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Введение. С появлением антропоморфных роботов и коллаборативных манипулято-
ров с большим числом степеней свободы, зачастую избыточной кинематики, которые 
должны перемещаться в загроможденном пространстве избегая столкновений, выросла 
значимость алгоритмов планирования движения в многомерном конфигурационном про-
странстве сложной топологии. Одним из подходов, успешно применяемых для решения 
этих задач, являются планировщики движения на основе выборки, например, на основе ме-
тода быстроисследующих случайных деревьев. При этом актуальны способы повышения 
производительности подобных планировщиков, которая выражается в проценте успешных 
попыток планирования и скорости планирования, близкой к работе в реальном времени, без 
ухудшения оптимальности найденных решений по заданному критерию, например мини-
мизации длины пути. Попытки обобщения характеристик планировщиков на основе выбор-
ки были предприняты, в частности, в работе [1]. Это исследование проводилось для трех 
манипуляторов различной кинематики в трех различных окружающих средах, чтобы дать 
интуитивное представление, какой планировщик в каких условиях стоит использовать.  

В целом, повышение производительности планировщиков является нетривиальной 
задачей, так как для каждого конкретного алгоритма зависит от настройки существенного 
числа параметров. С другой стороны, существует этап предварительного планирования, ко-
гда могут быть определены значения параметров планировщиков. Однако этот процесс мо-
жет занимать много времени, а его эффект в части повышения производительности плани-
ровщиков существенно варьируется в зависимости от специфики алгоритма.  

В настоящей статье решается задача более системного анализа производительности 
планировщиков как функции статических параметров для разной кинематики манипулято-
ров, размерности конфигурационного пространства и топологии свободного рабочего про-
странства.  

В открытой библиотеке планирования движения OMPL [2] существует 17 одноза-
просных планировщиков, которые интегрированы в популярный фреймворк для планиро-
вания движения роботов MoveIt! [3]. При этом для 14 из них используется параметр Range, 
а для 8 — два параметра: Range и Goal-Bias (смысл этих параметров подробно объясняется 
далее). Эти параметры известны как очень эффективные [2], поэтому именно они и рас-
сматриваются в данной работе.  

Для полноты и наглядности исследования был проведен анализ планировщиков на 
примере пространственных манипуляторов полной кинематики с 6 степенями свободы и 
избыточной кинематики с 7 степенями свободы, работающих в трех различных средах: с 
низким, средним и высоким уровнем заполнения пространства препятствиями. Проведен-
ный анализ позволяет решить, какой характер зависимости производительности от вариа-
ции этих параметров имеют различные планировщики и как следует организовать процеду-
ру настройки параметров для увеличения производительности за кратчайшее время. Более 
того, данное исследование закладывает основу для разработки метода и алгоритмов автома-
тической калибровки планировщиков, когда значимые параметры настраиваются в процес-
се работы. 

Обзор планировщиков движения. Планировщики на основе выборки являются ве-
роятностно полными, т.е. алгоритм находит по крайней мере одно выполнимое решение 
после достаточного количества итераций, и асимптотически оптимальными, т.е. алгоритм 
после длительного времени находит глобальное оптимальное решение данного запроса.  

Задача глобального однозапросного планирования состоит в том, чтобы найти путь от 
начального состояния (конфигурации или положения центральной инструментальной точки 
манипулятора) в заданное целевое состояние в статичном окружении. При этом одноза-
просный планировщик находит решение без сохранения промежуточных состояний из пре-
дыдущих запросов.  
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Приведем краткую характеристику наиболее распространенных современных гло-
бальных однозапросных планировщиков движения на основе выборки, применяемых для 
поиска пути в конфигурационном пространстве CS . 

Один из них — планировщик на основе метода быстроисследующих случайных де-
ревьев (Rapidly Exploring Random Trees — RRT) [4], генерирующий в свободном конфигу-
рационном пространстве робота freeCS   случайные точки, соответствующие определенным 

сочетаниям значений обобщенных координат, начиная с начального состояния в направле-
нии неисследованных областей. Генерируемые точки (сэмплы) представляют собой узлы, 
которые соединяются друг с другом ребрами, образуя древовидную структуру. Добавление 
новых сэмплов в дерево прекращается, как только дерево достигает узла, соответствующего 
целевой конфигурации робота.  

Известен также ряд модификаций исходного RRT-планировщика. RRTConnect [5] — 
это двунаправленная версия RRT, где генерируются два дерева: одно из начального состоя-
ния, а другое из целевого. На каждой итерации алгоритм проверяет, могут ли эти два дерева 
быть соединены, и как только это происходит, решение считается найденным. Версия пла-
нировщика RRT* [6] добавляет шаг оптимизации на каждой итерации планирования для 
повторного соединения ранее сгенерированных вершин по критерию наименьших затрат. 
Планировщик с нижней границей LBT-RRT [7] использует коэффициент аппроксимации ε 
при генерации дерева поиска. Его производительность варьируется между RRT* при ε=0 и 
RRT при ε=1. Оба планировщика RRT* и LBT-RRT расходуют оставшееся допустимое вре-
мя планирования на уточнение существующего решения. Трансляционное RRT (TRRT) [8] 
оптимизирует путь с точки зрения минимальной механической работы на соответствующее 
перемещение. Этот планировщик применяет тест перехода к новым сэмплам, чтобы доба-
вить или отклонить их. Также известная двунаправленная версия планировщика TRRT — 
BiTRRT [9]. 

Кинодинамическое планирование движения путем исследования внутренних и внеш-
них ячеек KPIECE [10] — это древовидный планировщик, оценивающий охват конфигура-
ционного пространства с помощью слоев дискретизации на основе сетки. Такой подход по-
зволяет уменьшить необходимый объем используемой при планировании памяти. Более то-
го, этот планировщик выбирает новое состояние из предыдущего через управляющее воз-
действие, которое применяется в течение определенного времени на симуляторе робота. 
Такой способ планирования увеличивает точность, поскольку физические симуляторы учи-
тывают динамические свойства робота. BKPIECE — это двунаправленная версия описанно-
го планировщика, а LBKPIECE — тот же двунаправленный планировщик с „ленивой“ про-
веркой столкновений (lazy collision checking). 

Расширенный пространственный планировщик EST [11], основанный на деревьях, 
стремится направить новые выборки в неисследованные области, которые имеют меньшую 
плотность выборки. BiEST — это двунаправленная версия EST, тогда как ProjEST пытается 
обнаружить менее исследованные области через сетку, созданную проекцией конфигураци-
онного пространства. 

Однозапросный двунаправленный вероятностный планировщик дорожных карт с ле-
нивой проверкой столкновений SBL [12] имеет ту же стратегию расширения, что и EST. Он 
использует структуру данных сетки для проектирования пространства состояний, а расши-
рение деревьев происходит в наименее заполненных ячейках сетки. Когда это возможно, 
планировщик соединяет два дерева без проверки того, гарантирует ли найденный путь от-
сутствие столкновений (ленивая проверка). Если же сгенерированный путь приводит к 
столкновениям, соответствующие вершины и переходы между ними будут удалены, а рас-
ширение дерева поиска продолжится. 
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Быстрое марширующее дерево FMT [13] — асимптотически оптимальный планиров-
щик, предназначенный для решения задач поиска пути в многомерном конфигурационном 
пространстве и использующий метод оптимизации „затраты-выпуск“ при генерации дерева 
с заданным количеством сэмплов. Планировщик BFMT представляет собой двунаправлен-
ную версию FMT. 

Дерево направленного деления пути PDST [14] — это алгоритм, который осуществляет 
планирование посредством построения сегментов пути, а не генерирования отдельных 
конфигураций робота. Он обнаруживает менее исследованные области в конфигурацион-
ном пространстве, используя двоичное разбиение пространства состояний. 

Поисковое дерево с независимой от разрешения оценкой плотности STRIDE [15] — 
это планировщик движения на основе исследующих деревьев, который обнаруживает менее 
изученные области конфигурационного пространства, используя структуру данных бли-
жайших соседей GNAT. 

Анализ параметров планировщиков. Процесс работы каждого планировщика зави-
сит от значений ряда внутренних параметров. Часть из них относится к динамическим па-
раметрам, которые автоматически настраиваются во время выполнения алгоритма; к ним, 
например, относится параметр температуры в планировщиках TRRT и BiTRRT [8, 9]. При 
этом другие параметры являются статическими, значения которых должны быть установ-
лены до начала процесса планирования. Именно на анализе их влияния на работу плани-
ровщиков сосредоточено данное исследование. 

Все однозапросные планировщики можно разделить на группы или семейства в зави-
симости от базового принципа их работы, находящего отражение в используемых уникаль-
ных параметрах: семейство KPIECE, семейство RRT, семейство EST и т.д. Как правило, для 
каждого семейства приводятся рекомендации по выбору некоторых подходящих значений 
статических параметров, однако их оптимальность для конкретного робота и его окружения 
остается открытым вопросом. 

За исключением алгоритмов PDST, FMT и BFMT, все однозапросные планировщики 
имеют два общих статических параметра: Range, который выражает максимальную длину 
сегмента, добавляемого в дерево поиска пути, и Goal-Bias, который соответствует вероят-
ности случайного выбора целевой конфигурации в качестве вершины дерева поиска на ка-
ждой итерации. Несмотря на то, что эти два параметра сильно влияют на производитель-
ность алгоритмов планирования [2], более детальному их анализу не было уделено доста-
точного внимания. Для иллюстрации на рис. 1 показано, насколько заметно изменяется 
плотность узлов, которые были выбраны при поиске траектории, при изменении значения 
всего лишь одного параметра: a — при произвольном значении Range-параметра, б — при 
настроенном значении Range-параметра. 
                а)                                                                             б)    

   
Рис. 1 

В настройках OMPL [2] также есть важные глобальные параметры, которые необхо-
димы для всех планировщиков, основанных на выборке. Глобальные параметры не нуждаются 
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в настройке, однако их значения необходимо установить в зависимости от желаемого оп-
тимизационного критерия.  

Одним из глобальных параметров является Longest-Valid-Segment-Fraction, который 
выражает максимально допустимую длину траектории без выполнения проверки столкно-
вений. Необходимо подчеркнуть разницу между этим параметром и статическим парамет-
ром Range. Параметр Range можно рассматривать как максимально допустимое расстояние 
(длину ребра) между текущей и генерируемой вершинами в дереве поиска, а Longest-Valid-
Segment-Fraction — это максимальная длина сегмента ребра (определяется как пропорция 
от общего размера конфигурационного пространства, в которой осуществляется поиск), при 
которой на промежуточных итерациях не осуществляется проверка столкновений. Увели-
чение значения Longest-Valid-Segment-Fraction уменьшает время планирования, но снижает 
безопасность найденных траекторий. В описываемых далее экспериментах для получения 
достоверных данных значение Longest-Valid-Segment-Fraction принято равным 0,005. 

Другим важным глобальным параметром является Projection Evaluator, который ис-
пользуется планировщиками для оценки покрытия пространства поиска через проекцию на 
конфигурационное пространство более низкой размерности projCS  [10—12]. Чем выше раз-

мерность projCS , тем точнее оценка покрытия CS , однако опытным путем было установле-

но, что время планирования увеличивается экспоненциально с ростом размерности projCS . 

Поэтому была выбрана размерность projCS , равная двум, и задан параметр Projection 

Evaluator на первое и второе сочленение (рассматривается робот артикулированной кине-
матики).  

Наконец, глобальный параметр Optimization Objective определяет критерий оптимиза-
ции для планировщика. Этот параметр был установлен в значение Mechanical-Work-
Optimization-Objective — минимизация затрат механической энергии на перемещение, так 
как он одновременно с минимизацией длины траектории приводит к генерации более есте-
ственных траекторий [9]. 

Экспериментальные исследования. Робот-манипулятор. Производительность раз-
ных планировщиков была проанализирована на примере задачи планирования движения 
коллаборативного манипулятора последовательной кинематики KUKA LBR IIWA 14 R820 
[16]; его модель с обозначением осей вращения показана на рис. 2.  
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Рис. 2 

Рассматривались два варианта:  
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— избыточная кинематика, когда в движение приводятся все 7 сочленений робота и, 
соответственно, размерность конфигурационного пространства, в котором осуществляется 
планирование, равна 7;  

— полная кинематика с той же геометрией робота и движением только по 6 осям; ва-
риант полной кинематики был получен путем ограничения движения („заморозки“) третье-
го сочленения (A3) робота. 

Характеристики окружающей среды. Чтобы выяснить, как изменение окружения 
влияет на выбор оптимальных значений параметров планировщиков, в ходе исследования 
были использованы три типа окружения: слабо, средне и сильно загроможденные среды. 
Слабо загроможденная среда характеризуется тем, что манипулятор имеет свободное про-
странство вокруг начального положения и загроможденное пространство (заполненное 
объектами, с которыми необходимо избежать столкновения) около целевого положения. 
Эта модель окружения показана на рис. 3, a (3D-представление), а топология свободного 
пространства (без столкновений) в проекции относительно обобщенных координат перво-
го, второго и четвертого сочленений (1, 2, 4 — талии, плеча и локтя) — на рис. 3, б и в. 
Подобная проекция позволяет представить изменение конфигураций манипулятора как 
движение точки в трехмерном пространстве. Плотность свободного пространства freeCS  по 

этой проекции составляет 84 %. Напомним, что поставленная задача планирования движе-
ния решается в конфигурационном пространстве размерности 7 или 6, а приведенная про-
екция — лишь способ доступной визуализации.  

 
Рис. 3 

Средне загроможденная среда характеризуется тем, что и при начальном, и при целе-
вом положениях имеются в равной степени заполненные препятствиями пространства, а в 
средней области между двумя крайними положениями имеется свободное связное подпро-
странство. Это означает, что робот будет частично свободен для перемещения в некоторых 
областях своего конфигурационного пространства. На рис. 4, a показана модель такой сре-
ды, а топология свободного пространства в проекции относительно обобщенных координат 
первого, второго и четвертого сочленений показана на рис. 4, б и в. Плотность свободного 
пространства freeCS  в этой проекции составляет 37 %. 

 
Рис. 4 

В сильно загроможденной среде препятствия имеются на всем пути от начального по-
ложения до целевого. В этом модели отсутствуют большие участки связного конфигураци-
онного подпространства, где новые сэмплы могут генерироваться и свободно соединяться 
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друг с другом без риска столкновений. Эта модель показана на рис. 5, a, а топология сво-
бодного пространства в проекции относительно обобщенных координат первого, второго и 
четвертого сочленений — на рис. 5, б и в. Плотность свободного пространства freeCS  в этой 

проекции составляет всего 8 %. 

 
Рис. 5 

Программное обеспечение. Исследование было выполнено с помощью программного 
обеспечения с открытым исходным кодом Robot Operating System [17] с использованием 
фреймворка MoveIt! и алгоритмов из открытой библиотеки OMPL. В MoveIt! решение, най-
денное планировщиком из OMPL, далее сглаживается с помощью стандартного процесса 
упрощения пути. 

Эксперименты проводились в симуляторе RViz с использованием однопоточных вы-
числений на персональном компьютере с процессором Intel i5 2.3 ГГц и 8 Гбайт оператив-
ной памяти. Максимально допустимое время планирования для всех запусков было уста-
новлено на 10 с. 

Оценка производительности планировщиков. Для каждого планировщика и двух раз-
личных вариантов кинематики робота в каждой из трех предопределенных сред при каж-
дом фиксированном значении анализируемого параметра (Rangе и Goal-Bias) было выпол-
нено по 100 запусков алгоритма планирования движения. На основе полученных данных 
были рассчитаны средние значения метрик производительности: времени планирования и 
длины пути для успешных запусков, а также процент таковых.  

Параметр Range варьировался в диапазоне [0,1→5] с шагом 0,1. Значения выше 5 бы-
ли также протестированы, но ни для одного из планировщиков не показали изменения про-
изводительности, поэтому не представлены в данной работе. Параметр Goal-Bias варьиро-
вался в трех различных диапазонах: [0,005→0,25] с шагом 0,005, затем [0,3→0,5] с шагом 
0,02, и наконец [0,5→1.0] с шагом 0,1.  

Полученные результаты. Результаты оценки производительности планировщиков 
как функции от параметров Range и Goal-Bias представлены в табл. 1 и 2 соответственно, 
где оранжевый цвет — время планирования (t), серый — длина траектории (l), синий — до-
ля удачных запусков. Чтобы показать зависимости для трех различных показателей на од-
ном рисунке, графики были нормированы по максимальному значению (эти значения при-
ведены на графиках в таблицах). Доля успешных запусков измерена в диапазоне от 0 до 1 
(100 %). 

Range-параметр. Табл. 1 иллюстрирует изменение производительности планировщи-
ков в зависимости от параметра Range для манипулятора полной и избыточной кинематики 
в средне и сильно загроможденных средах. Приведены результаты только для двунаправ-
ленных планировщиков, поскольку однонаправленные показали несистематические резуль-
таты, так что процесс настройки параметра Range для них не приводит к значительному по-
вышению производительности.  

Как видно из графиков, при низких значениях Range все планировщики работают от-
носительно плохо, так как низкие значения заставляют дерево выборок двигаться медленно 
(маленькими шагами), когда оно исследует пространство состояний. 
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           Таблица 1 

Алгоритм пла-
нирования 

Избыточная кинематика,  
средне загроможденная среда 

Полная кинематика,  
средне загроможденная среда 

Избыточная кинематика,  
сильно загроможденная среда 

BKPIECE 

 
max max0,6; 8,8t l   

 
max max0,2; 5,9t l   

 
max max4; 12,7t l    

LBKPIECE 

 
max max0,8; 9,4t l   

max max0,3; 5,9t l   
 

max max5,3; 11,4t l   

RRTConnect 

 
max max4,5; 8,3t l   

 
max max1,1; 4,6t l   

 
max max6,1; 11,6t l   

BiTRRT 

 
max max1,9; 8,8t l   

 
max max0,3; 5,4t l   

max max2,7; 12,6t l   

BiEST 

 
max max1,9; 8,8t l   

max max6,1; 5,6t l   

 
max max5,6; 11,5t l   

SBL 

 
max max0,7; 8,8t l   

 
max max0,2; 5,7t l   

max max7,2; 11,9t l   

Планировщики, использующие грид-структуру данных для проектирования пространства 
состояний (BKPIECE, LBKPIECE, SBL, BiEST), как правило, имеют оптимальное значение 
Range (глобальный оптимум), при котором производительность планировщика характеризуется 
идеальным сочетанием доли успешных запусков, времени планирования и длины траектории. 
При высоких значениях Range время планирования заметно увеличивается, что, вероятно, свя-
зано с тем, что в этом случае планировщики проходят дальше (к границе конфигурационного 
пространства) в поисках областей с низкой плотностью выборки, и это может замедлять соеди-
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нение двунаправленных деревьев. Также планировщики SBL и LBKPIECE используют ленивую 
проверку столкновений (проводится только после построения полного пути), поэтому в сильно 
загроможденной среде большие шаги поиска (большие значения Range) приводят к тому, что 
существенная доля найденных планировщиком промежуточных решений впоследствии будет 
исключена.  

RRTConnect и BiTRRT имеют одну цель — соединить два дерева (в дополнение к шагу 
оптимизации в BiTRRT). Напомним, что при генерации сэмплов добавляются промежуточные 
вершины между текущей крайней вершиной дерева и следующей случайной в пределах шага, 
задаваемого параметром Longest-Valid-Segment-Fraction. Благодаря этой методике можно пред-
ставить, что после порогового значения Range производительность планировщика не изменит-
ся, и два двунаправленных дерева будут находить путь друг к другу одинаковым образом. 

Следует отметить, согласно анализу табл. 1, что изменение среды не влияет на оптималь-
ное значение параметра Range. Более того, редуцирование числа степеней подвижности мани-
пулятора (меньшая размерность конфигурационного пространства) не требует перенастройки 
этого параметра. 

Параметр Goal-Bias. В табл. 2 представлены результаты работы планировщиков в зави-
симости от параметра Goal-Bias, когда задача планирования движения применялась к манипу-
лятору избыточной кинематики в средах с низкой и средней плотностью препятствий, а также к 
манипулятору полной кинематики в средне загроможденной среде. Приведены результаты для 
однонаправленных планировщиков, за исключением RRT, TRRT, RRT* и LBTRRT, поскольку 
эти планировщики показали несистематические результаты, так что настройка параметра Goal-
Bias не приводит к значительному повышению производительности. 

        Таблица 2 
Алгоритм 

планирования 
Избыточная кинематика,  

слабо загроможденная среда 
Избыточная кинематика,  

средне загроможденная среда 
Полная кинематика,  

средне загроможденная среда 

KPIECE 

max max4,5; 6,6t l   
 

max max5; 8t l   
 

max max3,4; 5,8t l   

STRIDE 

max max4, 4; 6,8t l   
 

max max4,4; 8,5t l   
 

max max3,3; 5,8t l   

EST 

max max4,6; 6,7t l   
 

max max4, 4; 8,2t l   
 

max max2,6; 5,5t l   

ProjEST 

max max4; 6,8t l   
 

max max6,8; 8, 2t l   
 

max max3,2; 5,5t l   
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Анализ производительности по параметру Goal-Bias показывает, что целесообразно 
половину случайных сэмплов генерировать в целевом положении в конфигурационном 
пространстве (Goal-Bias = 0,5). Это не согласуется со значением Goal-Bias 0,05, как реко-
мендуется в [2]. Разница заключается в том, что для манипуляторов с фиксированной базой 
пространство поиска пути значительно меньше, чем для движущегося в лабиринте мобиль-
ного робота, рассматриваемого в [2]. 

Заключение. Проанализированы характеристики планировщиков движения, осно-
ванных на выборке одного запроса, в зависимости от параметров Range и Goal-Bias с ис-
пользованием манипулятора IIWA в избыточной (7 степеней свободы) и в полной (6 степе-
ней свободы) кинематике. Построены графики эффективности планирования, времени пла-
нирования и длины пути при изменении значений параметров в заданных диапазонах. Каж-
дая точка на графиках определялась как среднее значение соответствующей величины на 
основе 100 запусков.  

Анализ зависимости производительности планировщиков от параметра Range показал 
следующее: 

— настройка параметра Range имеет наибольшее значение для двунаправленных пла-
нировщиков (RRTConnect, BiTRRT, (L)BKPIECE, BiEST, SBL);  

— для всех проанализированных планировщиков оптимальные значения Range-
параметра инварианты к степени загроможденности окружения робота; 

— для планировщиков на основе сетки, использующих функцию sample-near 
((L)BKPIECE, SBL), оптимальное значение Range-параметра располагается так, что увели-
чение значения, равно как и уменьшение, приводит к существенному росту времени на пла-
нирование; для других планировщиков (RRTConnect, BiTRRT, BiEST) с равномерным рас-
пределением генерируемых сэмплов (uniform sampling) имеется некоторое граничное зна-
чение Range-параметра, так что при уменьшении Range от него время планирования растет, 
а при увеличении от него — не изменяется; 

— для планировщиков с ленивой проверкой столкновений (LBKPIECE и SBL) увели-
чение Range-параметра приводит к уменьшению числа успешных попыток планирования; 

— сравнение производительности планировщиков для полной и избыточной кинема-
тики манипулятора показало, что редуцирование количества приводимых в движение со-
членений (заморозка) не требует перенастройки Range-параметра. 

Анализ зависимости производительности мононаправленных планировщиков от па-
раметра Goal-Bias показал следующее: 

— для манипуляционных роботов, как правило, имеющих пространство поиска (кон-
фигурационное) небольшого размера, рекомендованное OMPL значение Goal-Bias 0,05 [2] 
является плохим выбором; для большинства проанализированных планировщиков опти-
мальным можно считать значение Goal-Bias 0,5 и выше; 

— выбор высокого значения параметра Goal-Bias целесообразен для манипуляторов, 
где существует высокая вероятность наличия свободного от столкновений пути (в конфигу-
рационном пространстве), соединяющего начальное и целевое положения робота. 

Данная работа создает задел для будущих исследований, направленных на интегра-
цию автоматического метода настройки планировщиков, в котором параметры подбирают-
ся онлайн в процессе планирования. 
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Аннотация. Рассматривается задача идентификации дефектов в динамических системах, описываемых 
линейными дифференциальными уравнениями. Для решения задачи используются наблюдатели, построенные на 
основе методов оптимального управления. Предлагаемый метод синтеза таких наблюдателей базируется на идее 
введения новой подсистемы, в которой роль неизвестной вектор-функции, описывающей возникающие дефекты, 
выполняет некоторое вспомогательное управление, формируемое таким образом, чтобы оно обеспечивало ми-
нимум функционалу невязки. В отличие от популярных подходов к решению задачи идентификации дефектов на 
основе наблюдателей, работающих в скользящем режиме, предлагаемый метод позволяет расширить класс сис-
тем, для которых задача идентификации может быть решена, поскольку метод построения скользящих наблюда-
телей накладывает определенные ограничения на рассматриваемые системы. Приведены результаты моделиро-
вания, подтверждающие работоспособность диагностических наблюдателей, синтезированных с помощью пред-
ложенного метода.  

Ключевые слова: линейные системы, дефекты, идентификация, наблюдатели, оптимальные системы 

Благодарности: работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования 
Российской Федерации, соглашение № 075-03-2021-092/5 от 29.09.2021, FEFM-2021-0014, а также Севастополь-
ского государственного университета в рамках внутреннего гранта на привлечение ведущих исследователей, 
идентификатор проекта 42-01-09/169/2021-5. 

Ссылка для цитирования: Кабанов А. А., Зуев А. В., Филаретов В. Ф., Жирабок А. Н. Идентификация дефектов 
в линейных системах на основе методов оптимального управления // Изв. вузов. Приборостроение. 2022. Т. 65, 
№ 5. С. 335—342. DOI: 10.17586/0021-3454-2022-65-5-335-342. 

 

IDENTIFICATION OF DEFECTS IN LINEAR SYSTEMS  
BASED ON OPTIMAL CONTROL METHODS  

A. A. Kabanov*1, A. V. Zuev2, V. F. Filaretov3, A. N. Zhirabok4  
1Sevastopol State University, Sevastopol, Russia  

*kabanovaleksey@gmail.com  
2 Institute of Marine Technology Problems, Far Eastern Branch of the RAS, Vladivostok, Russia 

3 Institute of Automation and Control Processes, Far Eastern Branch of the RAS, Vladivostok, Russia 
4Far Eastern Federal University, Vladivostok, Russia  

Abstract. The problem of identifying defects in dynamic systems described by linear differential equations is 
considered. Observers constructed on the basis of optimal control methods are used to solve this problem. The pro-
posed method to synthesize such observers is based on the idea of introducing a new subsystem, in which the role of 
an unknown vector function describing emerging defects is played by some auxiliary control. This control is proposed 
to be formed in such a way as to provide a minimum of the residual functional. Unlike well-known approaches to solv-
ing the problem of defect identification based on observers operating in a sliding mode, the proposed method allows to 
expand the class of systems for which the identification problem can be solved, since the method of constructing slid-
ing observers imposes certain restrictions on the systems under consideration. Results of simulation are presented to 
confirm the operability of the diagnostic observers synthesized using the described method.  
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Введение. Для решения задачи идентификации дефектов в линейных системах в по-

следнее время активно используются наблюдатели, работающие в скользящих режимах [1—
5]. В указанных работах на исходную систему накладывается ряд ограничений, в частности, 
типичные требования состоят в том, что система должна быть минимально фазовой и должно 
выполняться условие согласования. Это, в свою очередь, накладывает определенные ограни-
чения на класс систем, для которых такие наблюдатели могут быть построены. В настоящей 
статье предлагается метод, свободный от этого недостатка, в основе которого лежат методы 
оптимального управления.  

Постановка задачи. Рассмотрим класс технических систем, описываемых линейной 
моделью вида 

 0 0( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ;

( ) ( ),

x t Ax t Bu t Dd t x t x
y t Cx t

   



 (1) 

где ( ) nx t R , ( ) mu t R  и ( ) ly t R  — векторы состояния, управления и выхода соответствен-

но; n nA R  , n mB R  , n qD R   и l nС R   — известные постоянные матрицы; ( ) qd t R  — 
вектор-функция, описывающая дефекты: при их отсутствии ( ) 0d t  , при появлении дефекта 

( )d t  становится неизвестной функцией времени; предполагается, что матрица D  и функция 
( )d t  описывают дефекты, которые возможны в системе, причем заранее неизвестно, какой из 

них может возникнуть.  
Пусть известна история измерений ( )y t  фазовых переменных ( )x t  системы (1) на ин-

тервале 0[ , ]ft t t , на котором система управляется некоторым законом, который, не умаляя 

общности, можно представить в виде ( ) ( , )u t G y t .  
Ставится задача разработки метода построения наблюдателей для идентификации эле-

ментов вектора ( )d t . Задача состоит в нахождении по измерениям ( )y t  такой аппроксимации 

*( , )fd t t  неизвестной функции дефекта ( )d t , что *lim ( , ) ( )
f

ft
d t t d t


 .  

Вспомогательная задача оптимального управления. Для решения задачи идентифи-
кации дефектов в системе (1) рассмотрим вспомогательную задачу оптимального управления 
для системы 

 0 0( ) ( ) ( ),   ( ) ,

( ) ( ),z

z t Az Dv t Bu t z t x
y t Cz t

   




 (2) 

где функция ( )v t  рассматривается как вспомогательное управление.  
Здесь роль неизвестной вектор-функции ( )d t , описывающей дефекты, выполняет вспо-

могательное управление ( )v t , которое выбирается так, чтобы перевести систему (2) из произ-

вольного состояния 0 0( )z t x  в состояние ( ) ( )z f fy t y t  при ft   и при этом минимизи-

ровать функционал невязки 
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  
0

1
min,

2

ft
T T

v
t

J e Qe v Rv dt    (3) 

где ( ) ( ) ( ) l
ze t y t y t R    — вектор невязки, n nQ R   — положительно-полуопределенная 

матрица; m mR R   — положительно-определенная матрица. 
Задача идентификации дефектов состоит в том, чтобы как можно более точно восстано-

вить по измерениям ( )y t  состояние ( )z t  вспомогательной системы (2), т.е. нужно построить 
оптимальное в смысле (3) управление ( )v t  и порождаемую им траекторию системы (2), такие 

что ( ) ( ) 0zy t y t  , ( ) ( ) 0v t d t   при ft  . 

Решение вспомогательной задачи оптимального управления. По сути задача (2), (3) 
является задачей построения линейно-квадратичного управления для следящей системы с 
возмущениями. Приведем ее решение. 

Для задачи (2), (3) запишем гамильтониан 

 

1 1
( ) ( ) ( ),

2 2
T T T TH z x C QC z x v Rv Az Dv Bu       

 
определим оптимальное управление 

 10 0 ,T TH Rv D v R D
v


        


   (4) 

а также составим уравнения для сопряженной переменной и переменной состояния: 

 

1
0 0( )         ,  ( ) ,

( )         ( ) .

T

T T T

Hz t Az Dv Bu Az DR D Bu z t x

Ht t A C QCz C QCx
z


        



         





 
 

Последнее соотношение можно записать в векторно-матричном виде: 

 
1 0( ) ( )

( ) ( ) 0

T

TT T

z t A DR D z t B
u y

t t C QC QC A

        
                      


 .   (5) 

Общий случай задания граничных условий. Рассмотрим общий случай ненулевых 
граничных условий 0( ) 0, ( ) 0fz t z t  . С учетом линейности системы (5) предположим, что 

состояние и сопряженная переменная линейно связаны зависимостью вида  
 ( ) ( ) ( ) ( )z t M t t g t   ,    (6) 
где ( )M t  — невырожденная матрица, ( )g t  — некоторая вектор-функция.  

Отметим, что преобразование (6) называют преобразованием Риккати, оно эффективно 
при вычислении плохо обусловленных двухточечных краевых задач [6]. Аналогичный под-
ход используется в [7, 8] для специфических задач терминального управления. 

Подставив (6) в (5), получим 
1 1

1

( ) ( ) ( ( ) ( )),

( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

T

T T T

T T

v t R D M t z t g t

M t AM t M t A DR D M t C QCM t t

g t Ag t Bu t M t C QCg t M t C Qy t

 



  

      

    





 

Перенеся члены второго уравнения в левую часть, имеем 
1( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

T T T

T T

M t AM t M t A DR D M t C QCM t t

g t Ag t Bu t M t C QCg t M t C Qy t

      

     




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Последнее соотношения должно быть справедливо для любого значения ( )t , что при-
водит к системе уравнений 

 
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

T T T

T T

M t AM t M t A DR D M t C QCM t

g t Ag t Bu t M t C QCg t M t C Qy t

   

   




     (7) 

При 0t t  из (6) имеем 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ),z t M t t g t    а поскольку 0( )t  не известна, то для 

удовлетворения начальных условий нужно принять 0( ) 0M t  , 0 0( ) ( )z t g t . При ft t  из (6) 

имеем ( ) ( ) ( ) ( ),f f f fz t M t t g t    а поскольку ( )ft  также не известна, то для удовлетворе-

ния граничных условий также следует принять ( ) 0fM t  , ( ) ( )f fz t g t . 

Подставляя (7) в (4), окончательно для управления ( )v t  имеем 

 1 1( ) ( ) ( ( ) ( ))Tv t R D M t z t g t    ,   (8) 
а подставив (8) в (2), получим следующее выражение для диагностического наблюдателя: 

 
1 1

0 0( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ),     ( ) ;

( ) ( ),

T

z

z t Az t DR D M t z t g t Bu t z t x
y t Cz t

     



    (9) 

где ( )M t  и ( )g t  определяются как решение уравнений (7) с начальными условиями 

0( ) 0M t  , 0 0( ) ( )z t g t .  

Устойчивость наблюдателя (9) может быть обеспечена за счет введения обратной связи 
по сигналу ( ) ( ) ( )ze t y t y t   (этот вопрос требует отдельного рассмотрения). 

Чтобы получить решение задачи (2), (3) при ft  , в соотношениях (7), (8) нужно 

принять ft  . Решение матричного уравнения (7) для ( )M t  при условии управляемости и 

наблюдаемости системы (2) стремится к установившемуся значению M , которое является 
решением алгебраического уравнения [6, 7]  

 
10 ,T T TAM MA DR D MC QCM       (10) 

а функция ( )g t  — это решение дифференциального уравнения 

 0 0,       ( ) ( ).T Tg Ag Bu MC QCg MC Qy g t z t    
  (11) 

Диагностический наблюдатель на бесконечном интервале времени будет иметь вид (9), 
в котором g  и M  заменены на g  и M  соответственно. 

Результаты моделирования. Выполним синтез наблюдателя для электропривода на 
основе двигателя постоянного тока независимого возбуждения или с постоянными магнита-
ми, который имеет датчики положения выходного вала редуктора и тока. Предполагается, что 
в электроприводе возможны следующие типы дефектов: 1d  — дефект, приводящий к измене-

нию номинального момента инерции дJ  привода и вращающихся частей редуктора на вели-

чину дJ ; 2d  — дефект, приводящий к изменению активного сопротивления дR  цепи якоря 

электродвигателя (например, при его значительном нагреве) на величину дR . Наличие этих 

дефектов существенно снижает качественные показатели работы электроприводов и точность 
выполнения конкретных технологических операций. 

При наличии указанных дефектов разомкнутую цепь каждого электропривода в мат-
ричной форме можно описать дифференциальным уравнением вида (1) со следующими мат-
рицами и векторами: 
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р

м д

д д д

0 1/ 0

0 0 / ,

0 / /

i

A k J
k L R L

 
 

  
   

    

y д

0

0 ,

/

B
k L

 
 

  
 
 

    
н

x
I

 
   
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 , ,  u U  

0 0

1 0 ,

0 1

D
 
   
  

    1

2

d
d

d
 

  
 

,    
1 0 0

,
0 0 1

C  
  
 

 

где I  — ток якоря; дL  — индуктивность цепи якоря; ωk  — коэффициент противо-ЭДС;  

yk  — коэффициент усиления усилителя мощности; мk  — коэффициент крутящего момента; 

н — угол поворота выходного вала редуктора;   — скорость вращения ротора электродви-

гателя, рi  — передаточное отношение редуктора; U  — напряжение на входе усилителя мощ-

ности; м м
1

д д д

k kd I
J J J

 
    


; д

2
д

R
d I

L
 


. 

Диагностический наблюдатель для идентификации дефектов на бесконечном интервале 
времени будет иметь вид (9)—(11), где 

1 20

1 10

10 0 10 0
,    .

0 10 0 10
R Q





   
    
        

При моделировании задавались следующие значения параметров рассматриваемого 

следящего электропривода: 2
д 0,025 кг мJ   , 0,00067 В сk   , y 27,71k  , д 0,65 ОмR  , 

д 0,00026 ГнL  , м 0,135 Н м Аk   , р 1i  . Для обеспечения заданных показателей качества 

управления в прямой цепи электропривода использовался типовой ПИД-регулятор. При этом 
в качестве входного воздействия на электропривод подавалось желаемое значение угла пово-

рота выходного вала редуктора: ж
н ( ) 1( )t t  . 

При моделировании дефекты имитировались одновременным появлением функцией 
2

д  0,2  кг мJ J   и д 0, 2R R  Ом в момент времени t=2 с. 

Выполнив настройку параметров наблюдателя, получим результат его работы при изме-
рениях первой и третьей переменных состояния и дефектах во втором и третьем уравнениях 
состояния (рис. 1) и графики ошибок идентификации дефектов во втором и третьем уравне-
ниях состояния (рис. 2). Как видно из этих рисунков, предлагаемый подход к синтезу наблю-
дателей может давать приемлемый результат. Для сравнения приведены графики состояния 
системы и наблюдателя (рис. 3) и вектора ошибок ( ) ( ) ( )e t x t z t   с координатами 

1 2 3( ), ( ), ( )e t e t e t  (рис. 4). 

Качество идентификации с использованием оптимального диагностического наблюда-
теля (9)—(11) зависит от выбора матриц штрафов Q и R, при выборе которых можно руково-
дствоваться следующими рекомендациями. Недиагональные элементы в этих матрицах отра-
жают перекрестные связи между соответствующими переменными вектора выхода и дефек-
тов. При отсутствии информации о перекрестных связях между дефектами матрицу R реко-
мендуется выбирать диагональной, что также относится и к матрице Q при отсутствии пере-
крестных связей наблюдаемых выходов. Если восстановленный сигнал, идентифицирующий 
дефект, имеет большую амплитуду, то соответствующие диагональные элементы матрицы  R 
требуется уменьшить. При больших амплитудах невязки ( ) ( ) ( )e t x t z t   следует увеличить 
соответствующие элементы Q. 
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Заключение. Решена задача идентификации дефектов в системах, описываемых линей-
ными динамическими моделями. В отличие от популярных методов решения этой задачи на 
основе наблюдателей, работающих в скользящем режиме, предлагаемый подход позволяет 
расширить класс систем, для которых задача идентификации может быть решена, поскольку 
метод построения скользящих наблюдателей накладывает определенные ограничения на рас-
сматриваемые системы.  
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Abstract. Application of the total internal reflection method for the study of liquid-phase media based on botuli-
num toxin is considered. A comparative analysis of these drugs is carried out. Structural and functional scheme, as well 
as technical and operational characteristics of the developed refractometric system are presented. Botulinum toxin-
based drugs - Botox, Xeomin, and Dysport - are used as objects of research. Experimental results of measurements of 
the concentration dependences of the refractive index in these preparations are obtained. It is shown that temperature 
dependences for Botox, Xeomin, and Dysport at various concentrations make it possible to change the algorithm of tem-
perature correction of refractometric data.  
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Введение. Препараты на основе ботулотоксина (нейротоксин) достаточно широко при-

меняются в современной эстетической косметологии для расслабления мышц и разглажива-
ния морщин [1, 2]. Для контроля состава жидкофазного препарата на основе ботулотоксина 
представляется перспективным и актуальным использование рефрактометрических техноло-
гий, основанных на методе полного внутреннего отражения. Применение рефрактометриче-
ской системы непосредственно в химических цехах на фармацевтическом производстве по-
зволяет обеспечить оптимизацию выпускаемой продукции, а также утилизацию некачествен-
ных материалов [3, 4].  

Использование рефрактометрии возможно в случае получения достоверных и точных 
количественных данных по оптическим свойствам препаратов на основе ботулотоксина — 
показателя преломления (n) и температурного коэффициента (dn/dT) [5, 6]. Рефрактометриче-
ские системы классического исполнения и общего назначения в данном случае не пригодны, 
так как процесс калибровки, конструкция систем и оптико-электронные блоки должны быть 
адаптированы к работе с жидкофазными средами на основе ботулотоксина [7, 8]. Это означает, 
что рефрактометрическая система может представлять интерес для измерения состава нейро-
токсина как в лабораторных условиях, так и на реальных производствах. 

Цель настоящей статьи — исследование оптических свойств жидкофазных препаратов 
на основе ботулотоксина с использованием разработанной рефрактометрической системы для 
контроля различных водных растворов в лабораторных условиях. 

Рефрактометрическая система. Исследования концентрационной зависимости показа-
теля преломления и температурного коэффициента нейротоксинов проводились с помощью 
рефрактометрической системы, внешний вид которой представлен на рис. 1. Структурно-
функциональная схема измерительной системы показана на рис. 2, где 1 — светодиод,  
2 — оптическое волокно, 3 — двухлинзовый конденсор, 4 — призма полного внутреннего 
отражения, 5 — объектив, 6 — канал передачи изображения границы „свет-тень“, 7 — фото-
приемник, 8 — температурный датчик, 9 — колодка сетевого питания, 10 — разъемы токо-
вых выходов. 

 
Рис.1 
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Рис. 2 

В отличие от известных аналогов в разработанной рефрактометрической системе ис-
пользуется трапецеидальная призма из материала YAG. Система имеет увеличенную длину 
зондирующего элемента и оснащена дополнительным блоком очистки рабочей грани призмы. 
Диапазон шкал прибора по показателю преломления n и концентрации k определяется углом 
между вспомогательными гранями оптической призмы. При сборке изделия путем выбора 
одной из двух предлагаемых геометрий рабочей призмы этот диапазон может быть зафикси-
рован в пределах n = 1,320…1,435 (Brix: Bx   0…50 %) для низких концентраций раствора 
или n = 1,400…1,540 (Brix: Bx 40…90 %) для области высоких концентраций. В системе пре-
дусмотрена возможность перестройки диапазона измерений (по концентрации раствора ΔBx). 

Технико-эксплуатационные характеристики измерительной системы 
Рабочий диапазон концентраций:  

по n ...................................................................... 1,320…1,435/1,400…1,540 
по Вх, %  ............................................................  0…50/40…90 

Рабочие пределы концентраций ∆Вх, % ..............  40  
Погрешность измерений: 

∆n .........................................................................  ± 0,0005 
∆Вх, % ...............................................................  ± 0,2  

Тип температурной компенсации измерений ........  автоматическая 
Диапазон изменения температуры  

контролируемой среды, С ................................  0…140/0…250 
Погрешность определения температуры, С .........  ± 0,5  
Токовые выводы, мА ...............................................  4—20  
Масса, не более, кг ...................................................  8,2 кг 
Габаритные размеры, мм .........................................  450×180×180 
Питание прибора: 

напряжение, В .....................................................  220  
частота, Гц ..........................................................  50 

Объект исследования. Объектами исследования служили препараты на основе ботуло-
токсина — ботокс (США), ксеомин (Германия) и диспорт (Франция) [9, 10] (препараты были 
предоставлены одной из косметологических клиник Санкт-Петербурга). В работе не стави-
лась задача сравнительного анализа данных препаратов, исследовались исключительно опти-
ческие свойства жидкофазных сред.  

Ботокс — очищенный ботулинический токсин типа А в комплексе с сывороточным че-
ловеческим альбумином (0,5 мг) и натрием хлоридом (0,9 мг). Ботокс обладает ограниченной 
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диффузией и позволяет получить качественный эффект в труднодоступных областях введе-
ния. Это позволяет избежать осложнений, побочных эффектов, а также сохранить естествен-
ное выражение лица. Однако содержание альбумина в такой концентрации подчеркивает 
сильное взаимодействие препарата с биологическим объектом, поэтому чем меньше альбу-
мина, тем сильнее эффект. 

Ксеомин — ботулинический токсин типа А в комплексе с сывороточным человеческим 
альбумином (1 мг) и сахарозой (4,7 мг). Низкая молекулярная масса компенсируется высоким 
содержанием альбумина. Поэтому по воздействию в тканях ксеомин ближе к ботоксу, он об-
ладает мягким эффектом и средней степенью диффузии в тканях. Его используют для кор-
рекции верхней, средней и нижней частей лица. Ориентировочно 1 ед. ксеомина равна 1 ед. 
ботокса.  

Диспорт — ботулинический токсин типа А в комплексе с сывороточным человече-
ским альбумином (0,125 мг) и лактозой моногидрат. Он характеризуется более низкой мо-
лекулярной массой и высокой способностью диффузии в соседние ткани. Низкая концен-
трация альбумина существенно увеличивает действие препарата. Единицы активности дис-
порта не могут сравниваться с единицами ботокса: ориентировочно 1 ед. ботокса составляет 
2,5…3 ед. диспорта. Таким образом, расчет дозы и способы введения этих препаратов раз-
личаются.  

Экспериментальные результаты. Результаты измерений концентрационных зависи-
мостей показателя преломления n(k) в препаратах ботокс, ксеомин и диспорт при диапазоне 
температур Т = 25…35 °С на λ = 589 нм при разной концентрации k = 5…35 ед. представлены 
полиномами третьей степени: 

— для ботокса 

 n(k)=–0,0000000248k3+0,0000285k2+0,0008237k + 1,333;  (1) 

— для ксеомина 

 n(k)=–0,00000290k3+0,000000310k2+0,003125k + 1,333;  (2) 

— для диспорта 

 n(k)=–0,0000000318k3+0,00000334k2+0,001005k + 1,333. (3) 

Результаты интерполяции по формулам (1)—(3) концентрационных зависимостей n(k) 
были не хуже Δn ≤ 0,0005, что соответствует заявленной погрешности измерений показателя 
преломления. 

Подлинность данных подтверждается сравнительным анализом результатов измере-
ний с использованием разработанной рефрактометрической системы и данных, полученных 
аттестованным рефрактометрическим прибором „Эксперт про“ [11—14]. Результаты срав-
нительного анализа измеренных и рекомендованных показателей преломления в зависимо-
сти от концентрации жидкофазных сред на основе ботулотоксина представлены на рис. 3:  
а — ботокс, б — ксеомин, в — диспорт. Как видно из графиков, расчетные значения  
и независимые результаты измерений дают погрешность, не превышающую Δn = 0,0008. 
Полученная погрешность полностью удовлетворяет потребностям практической рефракто-
метрии. 

Диапазон температур был ограничен в пределах Т = 25…35 °С, как и рекомендовано для 
эстетической косметологии. В этом диапазоне температурные зависимости n(T) были близки 
к линейным. График зависимости температурного коэффициента dn/dT в этом диапазоне от 
концентрации жидкофазных сред при k ≤ 35 ед. представлен на рис. 4. Зависимости dn/dT для 
ботокса, ксеомина и диспорта совпадают с погрешностью, близкой к погрешности измерений 
Δn = 0,0008. Концентрационные зависимости dn/dT были существенно нелинейными. Этот 
результат значим при определении алгоритма температурной коррекции рефрактометриче-
ских данных. 
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Рис. 3 
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Рис. 4 
В применении к температурным зависимостям n(T) в ботоксе, ксеомине и диспорте с 

различной концентрацией k температурная компенсация по Brix малоэффективна вследствие 
нелинейного характера концентрационных зависимостей dn/dT. Зависимости dn(k)/dT жид-
кофазных сред представлены квадратичным полиномом: 
 dn/dT = –0,01011k2 + 2,9011k + 109,11. (4) 

Для всех веществ эти зависимости практически совпадали. Результаты расчетов, выпол-
ненные на основании формулы (4), представлены на рис. 4 сплошной линией. 

Заключение. Представлены результаты экспериментальных исследований оптических 
свойств жидкофазных препаратов на основе ботулотоксина для компенсации морщин в об-
ласти глаз. Получены данные о зависимостях показателя преломления от концентрации ис-
следуемого вещества. Важной является информация о температурной зависимости от различ-
ной концентрации веществ, так как появляется возможность изменения алгоритма темпера-
турной коррекции рефрактометрических данных. Результаты исследования представляют ин-
терес для эстетической косметологии, а также для оптического приборостроения. 
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Аннотация. Рассмотрены существующие методы оценивания показателей эффективности и определены 
основные направления исследований в этой области. Известно, что индекс общей эффективности использования 
оборудования служит основой для создания семейства показателей эффективности, которые разбиты на группы 
и классифицированы. Проведенный анализ позволил выявить основные методики модификации базового пока-
зателя эффективности использования оборудования.  
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Конкуренция между компаниями приводит к необходимости улучшения операционных 

показателей деловой деятельности. Для этого компании прибегают к использованию передо-
вых практик управления производственными процессами, их контролирования и изменения. 
Определить положительный эффект изменений помогают ключевые технико-экономические 
показатели, важнейшим из которых является эффективность оборудования. Таким образом, 
особо значимыми становятся адекватные показатели для оценки и повышения эффективности 
оборудования. Однако даже с развитием методов определения эффективности оборудования 
все еще широко используются классические подходы.  

                                                 
* © Азарян Д. К., Медунецкий В. М., 2022 
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В настоящей статье представлен анализ существующих методов и методик оценивания 
эффективности технологического оборудования и технологических линий, а также предпри-
ятий в целом. 

В настоящее время общая эффективность оборудования (Overall Equipment Effectiveness — 
OEE) является наиболее широко известным показателем оценки эффективности технологиче-
ского оборудования [1]. Несмотря на то, что данный показатель был предложен 1988 г. [2], он 
по-прежнему представляет интерес для научно-инженерного и экономического сообществ. 
Показатель ОЕЕ состоит из трех компонентов: эксплуатационная готовность (доступность) 
рабочей операции (ЭГ), эффективность рабочей операции (ЭФ) и коэффициент качества (КК), 
которые можно связать следующей формулой (ГОСТ Р ИСО 22400-2-2016): 

 ОЕЕ = ЭГ ЭФ  КК,   
где ЭГ — доля времени, %, когда оборудование производило или могло производить продук-
цию, т.е. было в рабочем состоянии; ЭФ — теоретическая доля времени, %, которая вычисля-
ется от действительно потраченного времени на производство при максимальной для данного 
оборудования скорости; КК — доля качественной продукции, %, в общей выработке линии. 

Показатель ОЕЕ применяется в установившихся режимах работы главным образом мас-
сового и крупносерийного производства. Преимуществом данного показателя является ком-
плексность, и по его использованию разработаны стандарты и соответствующие руководства. 
Исходя из существующей практики требуется конкретизация показателя OEE для соответ-
ствия индивидуальным потребностям различных предприятий. В связи с этим было разра-
ботано достаточно много модификаций, адаптированных к конкретным условиям произ-
водства. 

Модификации показателя эффективности были разбиты на две группы для удобства 
анализа: показатели эффективности ручного труда и показатели эффективности оборудова-
ния (рис. 1).  

Эффективность предприятия необходимо оценивать комплексно по показателям обеих 
групп. 

Эффективность 
ручного труда

Эффективность 
оборудования 

По количеству 
учтенных 

причин потерь 

По причинам
потерь 

По 
дополнительному 

показателю 

Прочие 

ОЕЕ

 
Рис. 1 

В группе показателей эффективности ручного труда можно выделить три показателя, 
каждый из которых является усовершенствованной версией предыдущего. В 2008 г. проф. 
Дж. Гордоном на основе показателя OEE выведена общая эффективность труда — Overall  
Labour Effectiveness (OLE(1)) [3]. Согласно первоначальному определению, OLE(1), по анало-
гии с OEE, измеряет совокупный эффект доступности, производительности и качества про-
дукции как для отдельных лиц, так и для группы специалистов. В 2012 г. группой ученых 
предложен показатель, который определяет эффективность работающих относительно  
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желаемого уровня производительности [4]: общую эффективность конкретного работника 
(Overall Worker Effectiveness — OWE) определяют как количественные, так и качественные 
факторы, среди которых мотивация, здоровье и отношение к работе, поэтому расчет данного 
показателя может оказаться затруднительным [5]. На основе анализа существующих показа-
телей эффективности ручного труда позднее, в 2020 г., группой специалистов разработана 
новая структура потерь, которая позволяет оценивать показатель эффективности более „про-
зрачно“: например, некоторые потери, которые оценивались косвенно, в новом методе разби-
ваются на несколько составляющих для непосредственной оценки. Разработанный метод по-
лучил название „пересмотренная общая эффективность труда“ (Revised Overall Labour Effec-
tiveness — ROLE) [5]. 

Известно, что эффективность оборудования является важным индикатором в массовом 
и крупносерийном производстве. Показатели эффективности оборудования внутри группы 
можно классифицировать по количеству учтенных причин потерь, по причинам потерь, по 
дополнительным показателям (надежность, потеря качества и стоимость оборудования) и 
прочим, которые не удалось отнести к вышеуказанным подгруппам (см. рис. 1). 

Показатель эффективности оборудования ОЕЕ применим только к одной единице обо-
рудования, в связи с этим было разработано несколько показателей, отличающиеся между 
собой по количеству оборудования. Таким образом, данное множество показателей также 
можно объединить в подгруппу.  

В 2006 г. был предложен метод оценивания общей эффективности линии (Overall Line 
Effectiveness — OLE(2)), однако данный показатель характеризует только непрерывные ли-
нии [6]. Далее, в 2008 г., специалистами был предложен более универсальный метод оцени-
вания общей эффективности оборудования производственной линии (Overall Equipment Ef-
fectiveness of a Manufacturing Line — OEEML) [7]. Показатель суммарной общей эффективно-
сти оборудования (Total Overall Equipment Effectiveness — TOEE) является аналогом ОЕЕ для 
уровня целого предприятия. Данный показатель используется для определения слабых мест в 
системе и скрытого потенциала производства [8]. Показатель общей заводской эффективно-
сти (Overall Factory Effectiveness — ОFЕ) контролирует деятельность на уровне промышлен-
ного предприятия и учитывает различные машины и оборудование [9]. Промышленное пред-
приятие может быть представлено как подсистемы, эффективность которых контролируется 
через показатели эффективности времени цикла (Cycle Time Effectiveness — CTE) и общую 
эффективность пропускной способности (Overall Throughput Effectiveness — OTE). Показа-
тель CTE определяется отношением теоретической длительности цикла к фактической, а  
OTE — фактическим объемом выпускаемой продукции к теоретически возможному [10, 11]. 
Глобальную производственную структуру охватывает последний показатель данной подгруп-
пы — показатель глобальной эффективности производства (Global Production Effectiveness — 
GPE), введенный в 2013 г. [13]. 

Следующая подгруппа показателей эффективности оборудования характеризует причи-
ны возможных потерь на производстве.  

Показатель общей эффективности оборудования (Total Equipment Effectiveness Perfor-
mance — TEEP) учитывает потери при плановых остановках оборудования за счет добавле-
ния к показателю ОЕЕ дополнительного множителя загрузки. В отличие от TEEP, показатель 
эффективности производственного оборудования (Production Equipment Efficiency — PEE) 
позволяет учесть большее разнообразие возможных потерь, таких как низкий спрос и тран-
закционные издержки. Общая эффективность завода (Overall Plant Effectiveness — OPE) и 
общая эффективность активов (Overall Asset Effectiveness — OAE), как и остальные рассмот-
ренные показатели, основаны на методологии показателя ОЕЕ. Эти показатели учитывают 
при расчете большое количество возможных потерь, которые охватывают весь производст-
венный процесс. Они отличаются друг от друга толкованием понятия потерь, так, OAE рас-
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считывает производственные потери по объему выпуска, тогда как OPE — по времени [11, 13]. 
Сравнительная диаграмма показателей OEE, TEEP, PEE и OAE/OPE, представленная компа-
нией MES Center [12], приведена на рис. 2. 
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Рис. 2 

В 2012 г. группа ученых модифицировала показатель эффективности ОЕЕ, разработав 
показатель „производительность и надежность оборудования“ (Equipment Performance and 
Reliability — EPR), учитывающий, помимо эффективности оборудования, его надежность 
[14]. Ранее другими учеными был введен показатель, определяющий общую потерю стоимо-
сти оборудования (Overall Equipment Cost Loss — OECL) и его эффективность. Введенный 
позднее показатель — общая потеря качества и стоимости оборудования (Overall Equipment and 
Quality Cost Loss — OEQCL) — позволил учесть еще и потери качества [15, 16]. 

Немаловажными являются показатели, которые не удалось отнести к вышеперечислен-
ным подгруппам. Один из них — показатель чистой эффективности использования оборудо-
вания (Net Equipment Effectiveness — NEE), введенный в ГОСТ Р ИСО 22400-2-2016. Этот 
показатель характеризует потери, обусловленные задержками при выполнении рабочих опе-
раций, потери во время производственного цикла и при исправлении брака [1]. Также в 2006 г. 
на основе анализа показателя ОЕЕ был предложен показатель эффективности оборудования 
(Equipment Effectiveness — Е), который учитывает возможные потери оборудования изолиро-
ванно, т.е. потери, связанные непосредственно с машиной. Подача материала данным показа-
телем не учитывается [2]. В 2010 г. был предложен показатель общей взвешенной эффектив-
ности оборудования (Overall Weighting Equipment Effectiveness — OWEE), учитывающий не-
равноценный вклад каждого элемента показателя ОЕЕ в результирующую эффективность че-
рез весовые коэффициенты [17]. Для нужд производства с большой номенклатурой и малыми 
объемами производимой продукции в 2015 г. группой специалистов был предложен другой 
показатель, который позволяет оценивать эффективность обрабатывающего оборудования 
(Machining Equipment Effectiveness — MEE) и учитывает возможность обработки большого 
количества продукции за определенный промежуток времени [18].  
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Следует отметить, что на многих производственных предприятиях применяют как руч-
ной труд, так и автоматическое оборудование, например в сборочных технологических лини-
ях. Однако, как показал анализ литературы, на сегодняшний день показатели эффективности, 
способные в полной мере оценить совокупность ручного труда и автоматического оборудова-
ния, практически отсутствуют. Так, например, в 2016 г. был предложен метод, с помощью 
которого оценивается эффективность полуавтоматической линии [19]. Идея метода заключа-
ется в том, чтобы найти среднее арифметическое между тремя составляющими. Первая со-
ставляющая — это отношение всей изготовляемой продукции ко всей выпускаемой за выче-
том негодной по причине ненадлежащей организации, а две следующие составляющие —  
то же отношение, за вычетом негодной продукции по причине неисправных средств произ-
водства и по причине брака. Однако данный показатель сложно поддается анализу, так как 
установить причины снижения эффективности невозможно, а именно, этот показатель не от-
ражает, снизилась ли эффективность в процессе ручного труда или в процессе работы обору-
дования.  

В итоге можно отметить, что за последнее десятилетие было разработано достаточно 
много методов оценивания показателей эффективности ручного труда и автоматического 
оборудования. Проведенный анализ позволил определить основные направления исследова-
ний в области оценки эффективности оборудования. Уточнение значимости каждого показа-
теля с помощью весовых коэффициентов, добавление новых множителей, отражающих но-
вые характеристики (к примеру, надежность и стоимость оборудования), замена одного или 
нескольких основных множителей, например, для учета потерь, не учтенных показателем 
ОЕЕ, — все это способы модификации базового показателя эффективности ОЕЕ. Анализ 
также позволил определить, что среди показателей эффективности существует недостаточно 
исследованная область, связанная с характеристикой полуавтоматических технологических 
линий, где ручной труд совмещен с работой автоматического оборудования. 
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Аннотация. Обсуждается проблема возникновения симптомов локомоционной болезни у пользователей 
шлемов виртуальной реальности. Предложен контроллер для управления перемещением пользователя в вирту-
альной реальности, реализующий технику ходьбы на месте (walking-in-place). Устройство состоит из трех дат-
чиков, размещенных на ногах и груди пользователя. Проведен анализ показаний датчиков, на основании кото-
рого разработаны алгоритмы для распознавания шагов, подавления случайных отклонений и повышения  
устойчивости работы системы. Приведены результаты эксперимента с участием 44 добровольцев, демонстри-
рующие снижение частоты возникновения симптомов симуляторных расстройств при использовании разрабо-
танного контроллера.  
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Введение. В последнее десятилетие наблюдается рост интереса к теме виртуальной ре-

альности (virtual reality — VR) как среди разработчиков электронной аппаратуры, так и среди 
потребителей. С появлением нового поколения систем, таких как HTC Vive, Oculus Rift и 
Playstation VR, VR-технологии стали доступны массовому пользователю [1]. Высококачест-
венный стереоскопический VR-шлем позволяет эффективно симулировать глубину изобра-
жения, создавая у пользователя эффект присутствия. Вместе с тем даже кратковременный 
сеанс погружения в виртуальную реальность может приводить к возникновению целого 
спектра неприятных для пользователя симптомов, характерных для локомоционной болезни: 
учащенное дыхание, головокружение, тошнота и т.д. В зарубежной литературе этот комплекс 
симптомов обозначается термином „симуляторные расстройства“ (simulator sickness) [2, 3]. 
Важно отметить, что возникновение симуляторных расстройств возможно не только в про-
цессе адаптации пользователя к виртуальной реальности во время сеанса использования 
шлема, но и после сеанса, в процессе реадаптации к реальному миру [2]. Как показали иссле-
дования, до 80 % пользователей испытывают эти симптомы, причем в ряде случаев их дли-
тельность может достигать 12 ч [4].  

Кроме того, в большинстве представленных на рынке VR-систем слабо реализовано 
присутствие пользователя в виртуальном мире. В таких устройствах, как Oculus Rift и 
Playstation VR, по умолчанию предоставляется только один способ взаимодействия с виртуаль-
ной реальностью — с помощью джойстиков. Это не только ограничивает уровень интерак-
тивности, но и увеличивает вероятность возникновения симуляторных расстройств, что обу-
словлено несоответствием между проецируемым через шлем изображением и поведением 
пользователя в реальном мире [2]. 

Очевидно, что на заре развития VR-технологий негативное влияние на самочувствие 
пользователя можно было отчасти объяснить несовершенством технических характеристик 
шлемов. Однако с каждым новым поколением VR-устройств улучшается качество изображе-
ния, уменьшаются предельные значения задержек при передаче данных и т.д. Но вопреки 
ожиданиям, это практически не влияет на частоту возникновения симптомов локомоционной 
болезни [5]. 

На сегодняшний день не существует общепринятой концепции, позволяющей объяс-
нить причины возникновения симптомов кинетоза во время сеанса использования VR-шлема 
и/или после него. Теория сенсорного конфликта [6] предполагает, что кинетоз возникает в 
результате рассогласования между сигналами сенсорных систем (вестибулярной, проприо-
цептивной и зрительной), участвующих в формировании представления об ориентации и по-
ложении тела в пространстве. У пользователя VR-шлема возникает иллюзия движения соб-
ственного тела, или векция, т.е. ощущение движения своего тела человеком, находящимся в 
неподвижном положении, при наблюдении за движущейся зрительной стимуляцией, зани-
мающей значительную часть зрительного поля [7]. Векция, возникающая в ситуации доми-
нирования зрительного сигнала над вестибулярным, может индуцировать симуляторные рас-
стройства [4]. Однако эмпирические исследования по проверке гипотезы о векции как глав-
ной причине возникновения симптомов кинетоза имеют неравнозначные результаты [8].  

В рамках теории постуральной нестабильности [9] считается, что сенсорные конфлик-
ты [6] не являются редким событием в повседневной жизни человека и поэтому не могут 
быть источником симптомов локомоционной болезни. Истинной причиной векции является 
недостаточность адекватных сенсорных сигналов, необходимых для определения правильного 
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положения тела в пространстве. Как показали эксперименты, нарушения в поддержании  
позы всегда возникают раньше, чем иллюзия движения собственного тела [4, 10]. Сначала 
человек пытается адаптироваться к изменяющейся среде и найти оптимальное положение 
тела, а затем, не обретя такового, испытывает негативные последствия [7]. В работе [4] было 
установлено, что человек, имеющий общую склонность к признакам кинетоза в повседнев-
ной жизни, чаще других испытывает симуляторные расстройства от опыта погружения в 
виртуальную реальность.  

Ряд исследователей полагает, что неприятные симптомы, которые ощущают пользова-
тели VR-шлемов, неспецифичны и являются следствием увеличения возбуждения, приводя-
щего к изменениям частоты дыхания, что вызывает понижение уровня углекислого газа в 
мозговом кровообращении [11].  

Таким образом, возникновение симуляторных расстройств во многом зависит от инди-
видуальных физиологических особенностей человека. На данном этапе развития VR-
технологий невозможно полностью исключить вероятность появления симптомов кинетоза. 
Однако расхождение между вергенцией и аккомодацией можно частично компенсировать, 
если движения тела человека в реальном мире будут полностью или частично синхронизиро-
ваны с его движениями в мире виртуальном [12—14]. Цель настоящей статьи — исследова-
ние влияния способа управления перемещением пользователя в виртуальной реальности на 
возникновение симптомов локомоционной болезни.  

Выбор способа управления перемещением в виртуальной реальности. Возможны 
два подхода к реализации перемещения в виртуальной реальности от точки А до точки Б: 
дискретное и непрерывное. Примером первого является телепортация, подразумевающая 
мгновенный перенос пользователя. Популярность телепортации среди разработчиков ком-
мерческих VR-приложений объясняется ее эффективностью в снижении частоты возникно-
вения симптомов кинетоза [15]. Однако поскольку дискретная природа телепортации прин-
ципиально отличается от естественного для человека способа перемещения, то формирова-
ние у пользователя чувства присутствия, являющегося основным достоинством VR-систем, 
становится труднодостижимым [16]. 

Непрерывное перемещение обеспечивает гораздо большую иммерсивность погруже-
ния. В то же время исследования показали существование отрицательной зависимости между 
симуляторными расстройствами и чувством присутствия [17]. Базовая технология обеспече-
ния непрерывности движения предусматривает использование стандартных интерфейсов 
ввода данных (джойстик, клавиатура/мышь). Она является наименее эффективной как с точ-
ки зрения обеспечения комфорта, так и с точки зрения достижения чувства присутствия [18]. 
Применение автонавигации частично решает эти проблемы [16]. В этом случае пользователь 
просто перемещается автоматически в ту сторону, куда направлен его взгляд. Однако, во-
первых, такой способ передвижения столь же неестественен для человека, как и телепорта-
ция, поскольку в нем никак не задействован вестибулярный аппарат, а во-вторых, он приго-
ден только для ограниченного числа VR-приложений.  

Многочисленные исследования показали, что способы перемещения, имитирующие ре-
альную ходьбу, позволяют существенно снизить частоту возникновения симптомов кинетоза 
[19]. Лучший результат достигается, когда размеры виртуального пространства соответствует 
размерам пространства, окружающего пользователя в реальности [20]. В этом случае сигна-
лы вестибулярной сенсорной системы совпадают в мозгу пользователя с визуально воспри-
нимаемой картинкой. Однако такой подход непрактичен и может быть использован только 
для военных и исследовательских целей. Как правило, пространство для отслеживания пере-
мещений пользователя бывает строго ограниченным. Оптимальным вариантом в таком слу-
чае является замена полноценной ходьбы на ее адекватную симуляцию — ходьбу на месте 
(walking-in-place — WIP).  



360 Ю. В. Гневашев, К. С. Горшков, Г. А. Коновалов и др. 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2022. Т. 65, № 5                                                      JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2022. Vol. 65, N 5 

Технологии реализации WIP. Первый опыт по использованию WIP-техники в виртуаль-
ной реальности был проведен более двадцати лет назад [21]. В ходе опыта использовался 
электромагнитный датчик, размещенный на VR-шлеме. Полученные данные обрабатывались 
с помощью нейросети для распознавания паттернов движения, в частности поворотов или 
наклонов головы пользователя, наиболее характерных для ходьбы. Эффективность распо-
знавания оставалась довольно низкой — пользователю нужно было совершить четыре шага 
на месте, прежде чем он начинал двигаться в виртуальной реальности.  

В дальнейшем были предложены многочисленные варианты реализации ходьбы на 
месте, которые можно разделить на две группы: программные и аппаратные. Первые из них 
не требуют использования дополнительного оборудования помимо датчиков, которыми уже 
оснащен VR-шлем [22—24]. Предложенные алгоритмы распознают движение по данным, 
регистрируемым акселерометром [22] или гироскопом [23, 24]. Эти методы довольно просты 
в реализации, но имеют серьезные недостатки, такие как низкая чувствительность и ограни-
чения, накладываемые на угол и скорость поворота головы. Очевидно, что подобные техники 
не пригодны для множества VR-приложений, предполагающих бόльшую активность, чем 
просто прогулка по VR-локациям. 

Вторая группа методов основана на использовании дополнительных устройств для от-
слеживания перемещения тела пользователя. Это могут быть сложные физические интер-
фейсы, такие как беговая дорожка [25, 26], специальная платформа, измеряющая давление 
ног пользователя [27], и т.д. Подобные устройства являются дорогостоящими, к тому же они 
занимают много места, поэтому более пригодны для лабораторных исследований. Для лич-
ного пользования подходят решения, в которых предусматривается применение датчиков, 
интегрированных в аксессуары для современных игровых приставок Nintendo Wii Balance 
Board [28] и Microsoft Kinect [29]. Однако Kinect и Balance Board не позволяют определять 
положение пользователя в трехмерном пространстве, что значительно снижает их эффектив-
ность для реализации WIP [29].  

Для симуляции ходьбы на месте могут быть использованы стандартные ручные кон-
троллеры. Человек при ходьбе, как правило, отводит руки в стороны, противоположные ходу 
движения, чтобы легче удерживать равновесие. Этот факт лежит в основе технологии,  
позволяющей отслеживать движения рук при ходьбе на месте [30]. Однако данный метод 
оказался непрактичным, поскольку не позволяет использовать джойстики для любых других 
целей и уступает по точности и удобству другим WIP-техникам [31], в которых датчики раз-
мещаются на ногах пользователя. 

Известны также довольно экзотические решения. Например, в работе [32] WIP-техника 
реализована на основе использования видеокамеры для отслеживания движений ног по от-
брасываемым ими теням. 

В работе [33] показано, что при необходимости можно реализовать WIP с помощью 
одного сенсора, но для аккуратного отслеживания движения и снижения задержек большин-
ство исследователей используют как минимум два датчика [15]. В другом исследовании вме-
сто инерциальных датчиков на ноги прикреплялись светодиоды, а для отслеживания движе-
ний использовались оптические сенсоры [34]. Этот метод характеризуется сложностью  
настройки системы и низкой точностью работы [35]. 

Разработка WIP-контроллера. В данном исследовании был выбран аппаратный спо-
соб реализации WIP-техники. В результате было разработано устройство для управления пе-
ремещением пользователя в виртуальной реальности под названием „Real Go“ (рис. 1: а — 
корпус контроллера, б — печатные платы). 
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                              а) 

 
                              б) 

 
Рис. 1 

Устройство контроллера „Real Go“. Контроллер реализован на платформе Arduino 
Nano, которая построена на микроконтроллере ATmega328. Как показали исследования, бы-
стродействия данного процессора достаточно для реализации WIP [13]. Используются три 
датчика: два расположены на ногах и один на груди пользователя. Впервые такая конфигу-
рация была предложена в работе [21]. Однако в ней применялись сенсоры для измерения 
магнитного поля, предназначенные для использования в лабораторных условиях. В разрабо-
танном устройстве применяются инерциальные датчики.  

В большинстве WIP-техник направление движения совпадает с направлением взгляда 
пользователя. Это затрудняет их использование для игровых VR-приложений. Чтобы сделать 
направление движения независимым от направления взгляда требуется дополнительный дат-
чик. В работе [36] предложено разместить сенсор на поясе. Этот подход применяется также в 
одном из первых коммерческих WIP-устройств WalkOVR (www.walkovr.com). Дополнитель-
ные сенсоры могут быть размещены на спине и голове пользователя [37]. В контроллере 
„Real Go“ за выбор направления движения отвечает датчик, размещенный на груди пользо-
вателя. Выбор направления задается наклонами корпуса в одну из четырех сторон: влево, 
вправо, вперед или назад.  

В качестве датчика отслеживания наклонов корпуса пользователя был выбран модуль 
MPU6050 (https://invensense.tdk.com/wp-content/uploads/2015/02/MPU-6000-Datasheet1.pdf), хо-
рошо зарекомендовавший себя в экспериментах с WIP [13]. Он подключается по протоколу 
I2C и может считывать данные об ускорении по трем осям. Этот модуль содержит акселеро-
метр, гироскоп и датчик температуры окружающей среды. MPU6050 также мог бы использо-
ваться и для считывания данных о движениях ног.  
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Данный модуль может работать, используя только адреса 68 и 69, что не позволяет 
подключить более двух MPU6050 к плате Arduino nano. Таким образом, на ногах используются 
другие датчики — два аналоговых одноосных гироскопа ENC-03RC-10-R 
(https://www.elecrow.com/download/ENC-03.pdf). Эти устройства легки и компактны, имеют 
высокую скорость отклика при низком напряжении питания и малых токах потребления. 
Датчики между собой соединены проводами. Связь между контроллером и персональным 
компьютером осуществляется с помощью передатчика Fs1000A и приемника RX480A на 
частоте 433 МГц.  

Контроллер „Real Go“ распознается VR-шлемом как джойстик, выполняющий функ-
цию выбора направления и уровня интенсивности движения. 

Анализ показаний датчиков. Данные, полученные одноосными гироскопами ENC-
03RC-10-R, представляют собой мгновенные значения ускорений движения ноги, которые 
необходимо обработать [38]. Движение ноги во время ходьбы и бега имеет периодический 
характер, т.е. скорость движения можно описать в виде периодической функции [39] 

1 2 3( ) sin( ) sin(2 ) sin(3 )...x t A t A t A t      , 

где ( )x t  — перемещение датчика в пространстве, Ai — амплитуда п-й гармоники скорости.  
Увеличение амплитуды перемещения ноги пользователя (в итоге увеличение высоты 

подъема бедра) приводит к увеличению длины шага, а увеличение частоты к увеличению 
темпа движения. Другими словами, и то, и другое приводит к увеличению скорости движе-
ния. 

Вычислим производную от координаты датчика, размещенного на бедре пользователя, 
и получим скорость 

1 2 3( ) cos( ) 2 cos(2 ) 3 cos(3 )...t A t A t A t          . 

Иными словами, в амплитуде гармоник скорости содержится информация и об ампли-
туде, и о частоте шагов. Это значит, что получаемых датчиками данных вполне достаточно, 
чтобы оценить наличие и интенсивность движения. 

На рис. 2 изображен спектральный состав сигнала, регистрируемого датчиком ENC-
03RC-10-R при разной интенсивности движения. В данном эксперименте использовался 
только один датчик, размещенный на ноге пользователя. Желтый спектр соответствует мак-
симальной интенсивности движения, красный — средней, а синий — минимальной. Видно, 
что с увеличением интенсивности движения увеличивается частота и амплитуда основных 
гармоник скорости. 
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Рис. 2 

На основании спектрального анализа можно сделать следующие выводы:  
— сигнал скорости при ходьбе и беге имеет периодический характер;  
— амплитуда основных гармоник скорости характеризует интенсивность движения. 
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Рассмотрим сам график скорости, построенный по показаниям датчика ENC-03RC-10-R 
(рис. 3, синяя линия). Хорошо видно, что в сигнале присутствует постоянная составляющая. 
Причем при повторных экспериментах и при размещении датчика на другой ноге значение 
постоянной составляющей может меняться. Поэтому для ее подавления будет эффективен 
фильтр верхних частот (ФВЧ). Данное решение робастно к медленным изменениям постоян-
ной составляющей и позволяет не проводить калибровку на разных датчиках. 

 , о.е. 
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0 

 
Рис. 3 

В ходе исследования использовался ФВЧ первого порядка, чтобы минимизировать 
групповую задержку передаточной функции: 

 ( )
1

TsW s
Ts




,  (1) 

где T — параметр фильтра, s — оператор Лапласа; параметр T определяет область низких 
частот, на которых сигнал будет подавляться: чем больше T, тем больше низких частот 
фильтр пропустит.  

Учитывая, что обычно человек делает шаги примерно раз в секунду при обычном темпе 
движения, задаемся значением T = 2с. Тогда полезные частоты пропускаются, а постоянный 
сигнал и низкочастотные колебания фильтруются.  

Рассматриваемая система является цифровой, поэтому необходимо преобразовать пере-
даточную функцию (1) к дискретному виду и записать разностное уравнение для обработки 
сигнала датчика ENC-03RC-10-R. Воспользуемся билинейным преобразованием для отображе-
ния переменной s (или аналоговой плоскости) в переменную z (т.е. в дискретную плоскость): 

 
2 1

1d

zs
T z





,  

где Td — период дискретизации, равный 16 мс.  
Тогда передаточная функция фильтра (1) принимает вид 

 
1

1
( )

( 1) ( 1)
s s

s s

T T zW z
T T z







  

,  

где 2s dT T T . 

Пусть    1 1 1s sK T T   ,  2 1s sK T T  ,  3 1s sK T T   . Тогда разностное урав-

нение для фильтра будет иметь следующий вид: 

 1 2 3( ) ( 1) ( ) ( 1),f fn K n K n K n           (2) 

где Ωf — отфильтрованное значение сигнала гироскопа, n — номер такта дискретизации.  
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Результаты работы фильтра c параметрами K1 = 0,992, K2 = 0,996, K3 = –0,996 приведены 
на рис. 3, красный график; желтый график отражает результат вычитания из исходных  
данных показаний датчика в начальный момент времени. Как видно из рисунка, красный и 
желтый графики практически совпадают, но у желтого графика в конце есть постоянное 
смещение. Поэтому сигнал необходимо фильтровать, а не вычитать постоянное значение 
(калибровать). 

Датчики на ногах можно разместить на бедре, колене, лодыжке [13] или ступне [16]. 
Для проведения измерений сенсоры были размещены на бедрах и на лодыжках пользователя. 
Результаты, представленные на рис. 4, показали, что амплитуда сигнала в первом случае (си-
няя линия) была больше, чем во втором (красная линия).  

 , о.е. 
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Рис. 4 

Способы распознавания шагов. В работе [35] представлен сравнительный анализ двух 
вариантов распознавания шага в WIP-техниках. Для первого характерно попеременное сги-
бание пользователем колена, а при втором пользователь отрывает от земли только пятки, при 
этом контакт пальцев ног с поверхностью сохраняется. Как показали исследования, второй 
подход воспринимается пользователями как более естественный вариант ходьбы на месте 
[35]. В этом случае проприоцептивная обратная связь лучше соответствует той, которая воз-
никает во время реальной ходьбы с точки зрения физических усилий, необходимых для вы-
полнения каждого шага. В контроллере „Real Go“ реализован второй подход. 

Технически распознавание шага выполняется в двух случаях: 
1) если три заданных временных интервала подряд скорость превышает пороговое зна-

чение; 
2) если движение фиксировалось на одном из предыдущих интервалов времени и на те-

кущем интервале скорость превышает пороговое значение.  
Во втором случае пороговое значение может быть ниже, чем в первом; в остальных 

случаях фиксируется отсутствие движения и скорость равна нулю. 
Функция, которая описывает процедуру распознавания шага, имеет следующий вид: 

 
   step 1 2

step
max( ( ) , ( 1)),  если ( ) 1  ( ) 1 ,

( )
0,

f n F n F n F n
F n

      


  

где 

 
     

   
1 thres.1 thres.1 thres.1

2 thres.2 step

( ) ( ) ( 1) ( 2) ;

( ) ( ) ( ) 0 ,

f f f
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F n n n n
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             

    
 

thres.1,2  — пороговое значение скорости. 
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На рис. 5 продемонстрирована работа алгоритма распознавания движения: синим цве-
том выделен график данных о скорости, полученных сенсорами и пропущенных через 
фильтр высоких частот для устранения постоянной составляющей сигнала; красным цветом 
показан результат работы алгоритма. Видно, что лишние колебания, которые не связаны с 
движением, были отфильтрованы.  

, о.е. 

0            10            20            30            40    t, с  
Рис. 5 

Интенсивность движения характеризуется амплитудой колебаний скорости, поэтому 
необходимо выделить максимальные значения сигнала. Максимальное значение на каждом 
интервале движения определяется следующим образом: 

— текущий максимум скорости равен максимальному значению из предыдущего мак-
симума и текущему значению модуля скорости; 

— при прекращении движения максимум обнуляется. 
На рис. 6 показан результат вычисления максимального значения сигнала (черный гра-

фик) из двух максимумов (красный и синий графики), полученных после обработки сигна-
лов, зарегистрированных сенсорами, установленными на обеих ногах (красный и синий гра-
фики). Сигнал непрерывен во время движения, а его значение характеризует интенсивность 
этого движения. 

, о.е. 

0            10            20            30            40    t, с  
Рис. 6 

Для VR-приложений может понадобиться реализация различных скоростных режимов 
движения, таких как медленное перемещение, ходьба, бег, полная остановка. Распознавание 
этих режимов предлагается осуществлять с помощью релейного управления. В алгоритме 
распознавания используется трехпозиционное программное реле с гистерезисом. Границы 
переключения определяются в результате калибровки контроллера применительно к пользова-
телю в соответствии с его ощущениями. Гистерезис составляет 10 % от значения ускорения на 
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границе переключения между режимами. Результат работы алгоритма распознавания пред-
ставлен на рис. 7 (черный график).  

, о.е. 
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Рис. 7 

Экспериментальное исследование. Эксперимент по определению влияния WIP-
технологии на частоту возникновения симптомов локомоционной болезни проводился с уча-
стием 44 добровольцев (студентов и сотрудников Университета ИТМО) в возрасте от 19 до 
39 лет. Никто из испытуемых не имел органических заболеваний вестибулярного аппарата и 
травм головного мозга.  

Для проведения эксперимента использовался ноутбук Hasee A7000 (процессор Ryzen r5 
3600, 16gb ОЗУ, видеокарта RTX 2070), VR-шлем Oculus Quest 2 и разработанный авторами 
контроллер „Real Go“. Для активной визуальной стимуляции была выбрана компьютерная 
игра в жанре first-person shooter „Serious Sam Fusion“, разработанная компанией Croteam и 
вышедшая на платформе Steam VR в 2017 г. Данная игра отличается высокой интенсивно-
стью действия, вынуждающей игрока энергично перемещаться в виртуальном пространстве 
и постоянно взаимодействовать с движущимися объектами. Это приводит к возникновению 
у многих пользователей эффектов симуляторных расстройств [40].  

Испытуемые были случайным образом разделены на две равные группы. Участники 
первой группы использовали разработанный контроллер „Real Go“ для перемещения и 
джойстики для выполнения всех остальных игровых действий (стрельба, использование 
предметов и т.д.). Участники второй группы, контрольной, использовали только стандартные 
джойстики для любых задач. В ходе эксперимента каждый испытуемый погружался на 5 ми-
нут в одно и то же игровое окружение (игровой уровень „Земля проклятых“ — 
https://www.youtube.com/watch?v=l_t378DK39g). Участники обеих групп во время сеанса вир-
туальной реальности стояли на расстоянии 2-3 м от объектов реального мира, с которыми 
они могли бы столкнуться. До и после эксперимента каждый испытуемый заполнял опрос-
ник „Симуляторные расстройства“ (Simulator Sickness Questionnaire — SSQ) [3], который на 
сегодняшний день рассматривается как наиболее достоверный для оценки симуляторных 
расстройств и выраженности векции [7]. Опросник включает 16 пунктов. По каждому из них 
участник отмечал одну из 4 степеней выраженности обозначенного ощущения — „не ощу-
щаю“ (none), „незначительно ощущаю“ (slight), „умеренно ощущаю“ (moderate) и „ощущаю 
сильно“ (severe). Выделяются три симптома — тошнота, глазодвигательные реакции и поте-
ря ориентации в пространстве, которые в основном и определяют выраженность симуляторно-
го расстройства. Баллы по SSQ (total scorе — TS) рассчитываются по следующей формуле [3]: 

 TS = 3,74(9,54N+7,58O+13,92D),  (3) 

где N — значение фактора тошноты, О — значение глазодвигательного фактора, D — значе-
ние фактора дезориентации. 
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Результаты. Результаты проведенного эксперимента представлены на рис. 8 (по оси 
ординат отложена частота возникновения симптомов — G). 16 участников (7 из первой 
группы и 9 из второй) не испытали никаких неприятных ощущений ни во время сеанса по-
гружения в виртуальную реальность, ни после него. Все остальные сообщили о симптомах 
тошноты и потере ориентации в пространстве. Два человека набрали набольшее число бал-
лов SSQ, причем один из них использовал контроллер „Real Go“ (12,48 баллов), тогда как 
второй применял только джойстики (14,22 балла). Этот результат согласуется с данными о 
том, что у некоторых пользователей существуют индивидуальные физические особенности, 
которые провоцируют возникновение симуляторных расстройств [4] независимо от способа 
управления перемещением. В остальных случаях анализ значений общего балла, полученно-
го при использовании опросника „Симуляторные расстройства“ и формулы (3), позволил об-
наружить значимые различия между оценками уровня дискомфорта среди участников груп-
пы, в которой использовался контроллер „Real Go“ (среднее значение баллов SSQ 3,2318), и 
группы, в которой использовались только джойстики (среднее значение баллов SSQ 5,7481).  

 
Рис. 8 

Заключение. Представлены результаты исследования по влиянию способа управления 
перемещением пользователя в виртуальной реальности на выраженность эффектов симуля-
торного расстройства. Для сравнения выбраны два наиболее пригодных для практики вари-
анта: управление стандартными джойстиками и управление с помощью WIP-технологии. Для 
проведения эксперимента был разработан WIP-контроллер, состоящий из трех датчиков, 
размещенных на ногах и груди пользователя. Предложены алгоритмы для распознавания ша-
гов, подавления случайных отклонений и повышения устойчивости работы системы. Резуль-
тат эксперимента с участием 44 добровольцев показал уменьшение частоты возникновения 
симптомов локомоционной болезни при использовании WIP-технологии, что согласуется с 
закономерностями, установленными в других исследованиях. 
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ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СИСТЕМЫ ЭЛАСТИЧНО СВЯЗАННЫХ ЧАСТИЦ  
ДЛЯ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ ИЗДЕЛИЙ ИЗ КОМПОЗИТОВ  

А. В. СИЗАЯ*, И. В. ЦИВИЛЬСКИЙ  

Казанский национальный исследовательский технический университет им. А. Н. Туполева — КАИ,  
Казань, Россия 

* angel.sizaya@gmail.com 

Аннотация. Объект исследования — композитные материалы, к основным преимуществам которых от-
носятся легкость конструкции и высокая устойчивость к механическим и тепловым нагрузкам. Для прогнозиро-
вания возможных нагрузок на конструкции из композитов и учета этих данных на начальном этапе разработки 
деталей требуется произвести компьютерное моделирование процессов, связанных с ними. Предложен бессе-
точный метод оптимизации изделий из композитных материалов на основе эластично связанных метачастиц. 
Получены результаты оптимизационных расчетов размеров для тестовой балки под действием статической на-
грузки на прогиб. Программная реализация осуществлялась на языке JavaScript без сторонних библиотек. 
Уменьшение массы составило 25 % от массы исходной модели. Верификация оптимизированной геометрии 
выполнена при аналогичных условиях механического нагружения с использованием программного пакета Ansys 
Student. Разработанный прототип может использоваться при определении возможного процента снижения мас-
сы конструкции из композитных материалов.  

Ключевые слова: бессеточные методы, топологическая оптимизация, структурная динамика, проч-
ность, композиционные материалы, математическое моделирование 
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Abstract. The object of research is composite materials, the main advantages of which include low weight of the 
structure and high resistance to mechanical and thermal loads. In order to predict possible loads on composite struc-
tures and take these data into account at the initial stage of parts development, computer modeling of the processes 
associated with them is required. A grid-less method for optimizing products made of composite materials based on 
elastically bonded meta-particles is proposed. The results of optimization calculations of dimensions for a test beam 
under the action of a static deflection load are obtained. The software implementation is carried out in JavaScript without 
third-party libraries. The weight reduction comprises 25% of the original model. Verification of the optimized geometry is 
performed under similar conditions of mechanical loading in the Ansys Student package. The developed prototype can 
be used to determine the possible percentage of weight reduction of a composite structure.  

Keywords: meshless method, topology optimization, structural dynamics, strength, composite materials, ma-
thematical modeling 
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Введение. В современной промышленности проектирование и оптимизация конструк-

ций [1, 2] — одно из приоритетных направлений развития. Промышленная инженерия на-
правлена на создание деталей, способных выдерживать известные априори нагрузки. Напри-
мер, при разработке нового типа крыла самолета специалисту требуется выбрать форму та-
ким образом, чтобы конструкция была устойчивой, в том числе в моменты перегрузок — 
взлета и посадки. В дополнение к требованиям по прочности существуют ограничения на ко-
личество используемого материала. Другими словами, необходимо проектировать конструк-
ции, которые могут выдерживать диапазон нагрузок при ограниченном количестве материа-
ла, что может быть реализовано с помощью топологической оптимизации, учитывающей 
структурные особенности материала, в частности композитов. 

Задача проектирования может быть рассмотрена как задача оптимизации давления. 
Требуется разместить материал в некоторой области так, чтобы сформированная структура 
могла выдержать приложенную нагрузку, а масса поддерживалась на минимальном значе-
нии. Это особенно важно для деталей специального назначения (жаропрочных, хладостой-
ких), обладающих при этом сложной геометрией.  

Топологическая оптимизация позволяет: 
— упростить процесс изготовления и уменьшить влияние человеческого фактора на ка-

чество конечного продукта;  
— уменьшить массу изготавливаемого изделия, сохраняя физико-механические свойст-

ва практически неизменными; 
— увеличить рентабельность изделия за счет уменьшения затрат на расходуемый мате-

риал. 
В настоящее время большинство известных решений для моделирования композитных 

материалов основываются на методе конечных элементов (МКЭ) [3]. Преимущество этого 
подхода заключается в универсальности использования, благодаря чему метод позволяет 
проводить симуляции практически с любыми материалами. Суть метода заключается в по-
строении конечно-элеметной сетки [4] с последующим решением системы управляющих 
уравнений для каждого участка. В частности, записывается закон Гука, содержащий три ос-
новных компонента: матрицу жесткости, характеризующую структуру материала, тензор де-
формаций и внешнюю нагрузку. 

Основными и наиболее популярными платформами для реализации топологической 
оптимизации методом МКЭ являются COMSOL Multiphysics и ANSYS [5]. В частности, в 
работе [6] они используются в рамках одного исследования. 

Однако проектирование новых изделий и узлов из углеволоконных композитов — од-
ного из самых популярных классов исследуемых материалов — сопряжено с существенными 
затратами вычислительных мощностей для точного решения самосогласованной задачи ста-
тики сплошной среды в материале с сильной анизотропией физических свойств. Это, во-
первых, связано со сложностью задания компонентов матрицы жесткости неоднородного 
материала, а во-вторых, с необходимостью использования расчетных сеток высокого разре-
шения для моделирования сечения каждого микроволокна. 

В работе [7] указывается на то, что для композитных материалов необходимы мульти-
масштабные симуляции и как минимум смешанный подход, включающий в себя как дис-
кретное моделирование, так и непрерывное. 



374 А. В. Сизая, И. В. Цивильский 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2022. Т. 65, № 5                                                      JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2022. Vol. 65, N 5 

Таким образом, метод конечных элементов [8], хорошо зарекомендовавший себя для 
широкого круга прикладных прочностных расчетов, становится малоэффективным примени-
тельно к моделированию высокотехнологичных изделий из композитов. Это определяет ак-
туальность исследований в данном направлении.  

Цель настоящей статьи — разработка упрощенного, учитывающего структуру и осо-
бенности материала метода топологической оптимизации композитов для увеличения скоро-
сти этапа симуляций при создании и производстве новых изделий из них. 

Бессеточный метод. Бессеточный метод моделирования базируется на представлении 
сплошного материала композита в виде системы эластично связанных метачастиц. Волокна 
композиционного материала заменяются на эквивалентные эластичные связи, представляю-
щие собой тонкие стержни нулевой массы с жесткостью, пропорциональной модулю Юнга 
реального материала волокна.  

Реализация расчета связанных дискретных метачастиц бессеточным методом условно 
делится на четыре этапа: 

— задание начальных положений для метачастиц и задание характеристик упругих 
свойств материала, таких как модуль Юнга и коэффициент Пуассона (отдельно для наполни-
теля и для волокна);  

— расчет динамики частиц;  
— расчет связей между частицами; 
— расчет эквивалентных локальных напряжений по смещениям u, v, w (u — смещение 

вдоль оси X, v — смещение вдоль оси Y, w — смещение вдоль оси Z).  
Первоначально вычисляются такие базовые параметры, как масса частицы 

1
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N
  , 

где ρ  — плотность материала, V  — объем элементарной ячейки, N  — число частиц в ячей-
ке, и исходное значение жесткости эластичной связи  
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где E  — модуль Юнга для данного материала, ν  — коэффициент Пуассона. 
Эффективная жесткость определяется исходя из того, что напряжение   связи эквива-

лентно давлению P  в ней. Эти параметры описываются следующими уравнениями: 
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где    — деформация, dl  — изменение длины эластичной связи, 0l — начальная длина связи, 

упрF — сила упругости, 0S — площадь поперечного сечения связи. 

Приравнивая формулы (1) и (2), получаем соотношение  
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Решение уравнения динамики частиц (р1, р2) выполяется в лагранжевой постановке: для 
каждой из них рассчитывается приращение координат за счет действия внешних сил (уско-
рение, гравитация) на основе формальной ньютоновской механики. Данное выражение есть 
уравнение движения: 

ir F m . 

После расчета изменения координат частиц под действием внешних сил координаты 
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попарно корректируются посредством сдвига (d) вдоль соединяющих их прямых линий — 
виртуальных связей — для учета эластичного взаимодействия между ними (рис. 1; l — ис-
ходная длина недеформированной связи). Попарная коррекция координат вершин эластич-
ной связи затем выполняется для всех частиц, причем многократно (релаксационно) для дос-
тижения заданной точности решения.  

 
Рис. 1 

Далее решаются уравнения для связей между частицами: 
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где d  — единичный вектор вдоль связи.  
Для оптимизации конструкций существует несколько основных приемов: оптимизация 

размеров, формы и топологическая оптимизация (рис. 2, а—в соответственно), подробно 
рассмотренные в работе [9]. Для полностью сплошных тел используется топологическая оп-
тимизация. Если же тело имеет определенную внутреннюю форму или структуру (фиксиро-
ванное количество отверстий, поры и т.д.), то применяется оптимизация формы.  

 а) 

б) 

в) 

 
Рис. 2 

Распространенный подход к реализации данных методов — введение параметра „вир-
туальная плотность“, принимающего значения от нуля (вне изделия) до единицы (внутри из-
делия) и имитирующего наличие или отсутствие материала в заданном микрообъеме. При 
прочностном расчете задается эффективный модуль Юнга, зависящий от виртуальной плот-
ности ρв: 

    0 в ,
sE E rr   (3) 

где E0 — истинный модуль Юнга материала изделия, r — радиус-вектор точки пространства 
внутри изделия, s — фактор четкости или резкости поверхности (если s > 1, граница перехо-
да ρв становится четче, материал удаляется из детали более агрессивно, и наоборот: фактор  
s < 1 приводит к плавному изменению ρв на границе „деталь—пустота“). 

После расчета деформации изделия под заданной внешней нагрузкой путем решения 
уравнения статики сплошной среды: 
 ∇σ = – F,  (4), 
где σ — тензор напряжений, F — вектор внешней нагрузки, из объема детали удаляются  
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(путем обнуления виртуальной плотности) области с минимальными внутренними механиче-
скими напряжениями, поскольку они вносят незначительный вклад в жесткость конструкции.  

Процесс повторяется, пока не будет достигнут необходимый минимум массы изделия 
при сохранении ее прочностных характеристик: 
 (1/V)ꞏ∫ρвdV → min,  (5) 
где V — исходный объем детали. 

Ключевой принцип в данного подхода — сохранение плотности, а значит, и материала 
изделия в областях под воздействием существенных внешних нагрузок, и удаление материа-
ла с приравниванием плотности детали в данной области к нулю при низкой интенсивности 
напряжений. 

В данной работе исследуется третий тип — оптимизация размеров, применяемая для 
упрощенных дискретных структур в виде частиц со связями. Суть данного метода заключается 
в решении задачи одномерной линейной упругости для каждой из связей в сетке, звенья с 
наименьшим относительным удлинением удаляются. 

Для оптимизации размеров двухмерного образца проведены расчеты на прогиб в сече-
нии слоя под статической механической нагрузкой, направленной вниз по оси Y, с использо-
ванием бессеточного метода. Боковые стороны образца были жестко зафиксированы. Тип 
соединения точек в ячейках: крест-накрест. Соотношение горизонтальной и вертикальной 
сторон равно 1:4.  

Результаты оптимизации размеров тестовой балки при уменьшении массы материала на 
10, 14, 16 и 25 % представлены на рис. 3, а—г соответственно; синий цвет обозначает облас-
ти минимального напряжения, зеленый и красный — области высокого и максимального на-
пряжения, черный цвет — жестко зафиксированные точки. 

 а) 

б) 

в) 

г) 

 
Рис. 3 

Визуально можно отследить, что в областях минимального напряжения (синий цвет) 
материал удаляется. В областях не максимального напряжения (сине-зеленый цвет) звенья 
становятся более редкими, что является симуляцией установления градиента плотности в ма-
териале. Области высокого напряжения, в том числе максимального (зеленые и красные), со-
храняются неизменными. 

Для верификации модели выполнены аналогичные расчеты методом конечных элементов 
с помощью программного пакета Ansys Student с эквивалентными условиями (рис. 4, а—в) — 
прогиб под статической механической нагрузкой, направленной вниз по оси Y. Боковые сто-
роны образца были также жестко зафиксированы. На рисунке использованы следующие обо-
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значения: remove — удаленный объем с минимальными значениями напряжений; marginal — 
оставленные в объеме тела ячейки с максимальными механическими напряжениями под на-
грузкой; keep — сохраненный объем жестко зафиксированных ячеек. 

При топологической оптимизации (рис. 4, а) достигается снижение массы конструкции 
на 25 % от изначальной, что коррелирует с проведенной оптимизацией размеров, так же как 
и распределение полей смещений и напряжений (рис. 4, б, в). 

 

0                 0,005            0,01 (м) 

0,0025           0,0075

0                 0,005            0,01 (м) 

0,0025           0,0075

0                 0,005            0,01 (м) 

0,0025           0,0075

а) 

б) 

в) 

 
Рис. 4 

Заключение. Представлены результаты оптимизации размеров для двухмерного образ-
ца методом метачастиц с эластичными связями, выполнен верификационный расчет методом 
конечных элементов с использованием программноого обеспечения Ansys Workbench. 
Уменьшение массы достигло уровня 25 % от первоначальной как при использовании разра-
ботанного прототипа, так и пакета Ansys. Показано, что по ряду характеристик прототип 
программы не уступает коммерческим версиям программного обеспечения, а по скорости 
выполнения расчетов даже превосходит их. 
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