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СИНТЕЗ САМОПРОВЕРЯЕМЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ УСТРОЙСТВ  
НА ОСНОВЕ ПОЛНОЙ СИСТЕМЫ ОСОБЫХ ГРУПП ВЫХОДОВ  

ОБЪЕКТА ДИАГНОСТИРОВАНИЯ 

Д. В. ЕФАНОВ*  
 Российский университет транспорта, Москва, Россия,  

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, Санкт-Петербург, Россия 
TrES-4b@yandex.ru 

Аннотация. Обсуждаются особенности синтеза схем встроенного контроля устройств автоматики и вы-
числительной техники при известной структуре объекта диагностирования. Представлено полное множество 
особых групп выходов, которые характеризуются каким-либо диагностическим параметром. Выделение особых 
групп выходов позволяет осуществлять выбор кода для построения схемы встроенного контроля с учетом воз-
можностей обнаружения ошибок конкретной кратностью и определенного вида. Представлен способ построе-
ния схемы встроенного контроля, подразумевающий анализ всех подмножеств выходов объекта диагностирова-
ния, классификацию их по принадлежности к какой-либо особой группе выходов, а также последующее покры-
тие всех выходов особыми группами с выбором наилучшего по критерию структурной избыточности способа 
покрытия с указанием конкретных кодов для контроля вычислений. Предложенный способ в ряде случаев мо-
жет быть эффективен при организации схем встроенного контроля и позволяет синтезировать самопроверяемое 
устройство даже в случае, когда этого невозможно добиться применением метода дублирования.  

Ключевые слова: самопроверяемое устройство, схема встроенного контроля, контроль вычислений, 
особая группа выходов, коды с обнаружением отдельных видов ошибок  

Ссылка для цитирования: Ефанов Д. В. Синтез самопроверяемых вычислительных устройств на основе пол-
ной системы особых групп выходов объекта диагностирования // Изв. вузов. Приборостроение. 2023. Т. 66, № 5.  
С. 355—372. DOI: 10.17586/0021-3454-2023-66-5-355-372. 

 

SYNTHESIS OF SELF-CHECKING COMPUTING DEVICES  
BASED ON A COMPLETE SYSTEM OF SPECIAL GROUPS  

OF THE DIAGNOSTIC OBJECT OUTPUTS 

D. V. Efanov  

 Russian University of Transport, Moscow, Russia,  
Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russia 

TrES-4b@yandex.ru 
 

Abstract. Features of concurrent error-detection circuit synthesis for a known diagnostic object structure are dis-
cussed. A complete set of special groups of outputs that characterize them by some diagnostic parameter is presented. 
Separation of special groups of outputs allows to select a code for building an integrated control circuit, taking into ac-
count the possibility of detecting errors with a specific multiplicity and a certain type. A method for constructing an inte-
grated control circuit is proposed, which involves an analysis of all subsets of the diagnostic object outputs, their classifi-
cation by belonging to any special group of outputs, as well as the subsequent coverage of all outputs by special groups with 
the choice of the best coverage method by the criterion of structural redundancy, indicating specific codes to control the cal-
culations. The proposed method is assumed to be effective in several cases of organizing built-in control circuits and to allow 
synthesizing a self-checking device even when this cannot be achieved by using the duplication method. 

Keywords: self-checking device, built-in control circuit, calculation control, special group of outputs, codes with 
certain type error detection 

                                                 
* © Ефанов Д. В., 2023 



356 Д. В. Ефанов 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2023. Т. 66, № 5                                                      JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2023. Vol. 66, N 5 

For citation: Efanov D. V. Synthesis of self-checking computing devices based on a complete system of special groups 
of the diagnostic object outputs. Journal of Instrument Engineering. 2023. Vol. 66, N 5. P. 355—372 (in Russian). DOI: 
10.17586/0021-3454-2023-66-5-355-372. 

 
 
 
Введение. Для реализации самопроверяемых цифровых устройств используются, в том 

числе, схемы встроенного контроля (СВК), которые позволяют контролировать вычисления 
на выходах объектов диагностирования [1—6]. 

Синтез СВК в общем случае осуществляется с использованием двух подходов. При пер-
вом подходе подразумевается отсутствие у разработчика какой-либо информации об объекте 
диагностирования F(x) и сам объект рассматривается как некоторый „черный ящик“ с входа-
ми x1, x2, …, xt–1, xt и выходами f1, f2, …, fm–1, fm. В этом случае для организации СВК применяет-
ся метод дублирования, основанный на применении модульной избыточности в процессе 
синтеза самопроверяемого устройства. Исходное устройство F(x) снабжается копией (либо 
устройством с иной структурой, вычисляющим такие же функции), а результаты вычислений 
на одноименных выходах обоих устройств сравниваются с помощью самопроверяемого ком-
паратора [7]. Этот подход универсален и позволяет реализовать СВК без привязки к структу-
ре объекта F(x) и к какой-либо модели неисправности. Однако он имеет и недостатки, глав-
ные из которых заключаются в том, что не во всех случаях удается обеспечить полную само-
проверяемость СВК при высокой вносимой структурной избыточности (конечное устройство 
по показателям структурной избыточности зачастую превосходит исходное в 3-4 раза [8]). 
При втором подходе подразумевается наличие у разработчика информации о структуре объекта 
и наиболее вероятных неисправностях. Это позволяет учитывать данные как о количестве ис-
кажаемых выходов при неисправностях элементов внутренней структуры устройства F(x), так 
и о конкретных допустимых видах ошибок (по числу сочетаний искажений нулевых и еди-
ничных значений на выходах). Исключается необходимость „прямого“ дублирования и соз-
дается возможность путем применения кодовых методов синтезировать более простые само-
проверяемые цифровые устройства, чем при использовании дублирования [9, 10]. 

В ряде случаев информация о структуре объекта и возможность использования ее при 
синтезе СВК позволяет реализовать самопроверяемые устройства с весьма низкой избыточ-
ностью (до 50 % вносимой структурной избыточности). Такой подход зачастую упрощает  
и процедуру обеспечения полной самопроверяемости СВК. Недостаток же заключается в по-
крытии только определенных, заранее оговариваемых, неисправностей, соответствующих ка-
ким-либо конкретным моделям неисправностей. При этом, естественно, они покрывают  
реальное множество физических дефектов и сбоев с некоторой вероятностью (ее можно за-
фиксировать на этапе разработки устройства с учетом используемой элементной базы). 

При синтезе СВК используются методы теории информации и кодирования, а именно 
проводятся параллели между каналом связи и выходами объекта диагностирования и кон-
трольных устройств в СВК: выходы объектов отождествляются с кодовыми векторами, меж-
ду которыми устанавливаются определенные зависимости. К примеру, при использовании 
метода дублирования выходам объекта F(x) в соответствие ставится информационный век-
тор, а выходам дополнительного устройства — контрольный вектор той же длины, значения 
разрядов которого получают, используя правила вычисления контрольных разрядов для од-
ного из известных кодов с повторением [11]. Использование равномерных двоичных кодов с 
меньшей избыточностью позволяет исключить применение альтернативного устройства с m 
выходами для контроля вычислений на выходах объекта диагностирования и сократить число 
выходов дополнительного блока до некоторой величины k (k<m). Это приводит и к уменьше-
нию сложности тестера кода в СВК [9, 10]. 
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Учитывая особенности структуры объекта диагностирования F(x), можно построить 
СВК по определенным правилам, так как в общем случае не исключены различные сочетания 
не только искажаемых значений на выходах объекта, но и видов этих искажений.  

В настоящей статье обсуждаются особенности синтеза СВК с выделением групп выхо-
дов, контролепригодных по определенным диагностическим параметрам. Представлено пол-
ное множество особых групп выходов, а также предложен подход к организации СВК с ана-
лизом всех возможных особых групп выходов и выбором наилучшего способа их контроля 
для реальных цифровых устройств. 

Система особых групп выходов. Рассмотрим частный случай цифровых устройств — 
комбинационные безызбыточные схемы (сами рассуждения касаются и более широкого клас-
са устройств). В качестве модели неисправностей остановимся на анализе только одной из 
них — модели одиночных константных неисправностей выходов внутренних логических 
элементов (stuck-at faults) [12]. Тем не менее результаты могут быть применены и к некото-
рым другим моделям неисправностей. 

Рассмотрим устройство F(x) с t входами и m выходами. Физические дефекты и разнооб-
разные помехи вызывают неисправности (сбои и устойчивые отказы) в элементах внутренней 
структуры устройства F(x), которые распространяются по путям к выходам f1, f2, …, fm–1, fm, 
вызывая на них искажения 0→1 либо 1→0. Возникает ошибка в вычислениях. Число иска-
жаемых выходов в векторе <fmfm–1 … f2f1> называется кратностью d ошибки. 

Ошибки могут быть однократными, или одиночными, при d=1, и многократными — при 
d≥2. На практике широко используется разделение ошибок на монотонные (однонаправлен-
ные) и немонотонные (разнонаправленные). Ошибка является монотонной, когда все иска-
жения на выходах имеют вид 0→1 либо 1→0. Если наблюдаются искажения обоих видов, то 
ошибка является немонотонной.  

Используя данную классификацию, приведем известные из научной литературы в дан-
ной предметной области понятия об особых группах выходов устройств [1]. 

О п р е д е л е н и е  1. Подмножество выходов устройства образует группу независимых 
выходов (Н-группу), если при возникновении любой неисправности из заданного класса в эле-
ментах внутренней структуры устройства искажается значение только одного выхода из 
этой группы. 

Существуют методы синтеза самопроверяемых СВК, при которых выделяются Н-
группы. В каждой такой группе возможно возникновение только одиночной ошибки, что и 
используется при выборе способа организации СВК. В этом случае применяются коды пари-
тета для контроля возникающих ошибок. Если структуру устройства F(x) изменять нельзя, то 
вычисления функций в каждой Н-группе выходов контролируются с помощью кода паритета. 
Выходы же отдельных СВК подключаются ко входам самопроверяемой схемы сжатия, функ-
ционирующей в парафазной логике [13]. Если же в структуру устройства F(x) допускается 
внесение изменений (ресинтез), то может быть применен подход, связанный с преобразова-
нием его структуры в такую, при которой все выходы образуют единую Н-группу [1]. 

О п р е д е л е н и е  2. Подмножество выходов устройства образует группу монотонно 
независимых выходов (МН-группу), если при возникновении любой неисправности из заданно-
го класса в элементах внутренней структуры устройства либо искажается значение толь-
ко одного выхода из этой группы, либо при искажении значений сразу же на нескольких вы-
ходах из группы возникает монотонная ошибка. 

Выделение МН-групп выходов осуществляется аналогично выделению Н-групп. Каждая 
МН-группа может контролироваться на основе любого кода, обладающего свойством обна-
ружения любых монотонных ошибок в информационных векторах [14—16]. Наиболее часто 
упоминаемым среди таких кодов является классический код Бергера [17]. Известны и способы 
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преобразования структур контролируемых устройств в устройства с единой МН-группой вы-
ходов [18—20]. 

Основой классификации ошибок на выходах цифровых устройств является возмож-
ность организации СВК с обнаружением ошибок определенного вида. Так как при организа-
ции СВК выходы объекта диагностирования F(x) отождествляются с кодовым вектором  
<fmfm–1 … f2f1>, при выделении видов ошибок могут рассматриваться особенности их обнару-
жения двоичными избыточными кодами.  

В [21] предложено разделять немонотонные ошибки на два подвида — симметричные и 
асимметричные. Ошибка является симметричной, если при ее возникновении имеется одина-
ковое количество искажений 0→1 и 1→0. Если же число искажений 0→1 не равно числу ис-
кажений 1→0, то ошибка называется асимметричной. 

Возникновение данной классификации немонотонных ошибок объясняется тем, что у 
широко используемых классических кодов Бергера все информационные векторы с одинако-
вым числом единиц (весом) имеют одинаковые контрольные векторы. Поэтому необнаружи-
ваемой может быть только симметричная ошибка [9]. Асимметричные же ошибки обнаружи-
ваются кодами Бергера всегда. В исследованиях 1980—90-х гг. данное свойство никак не 
учитывалось и не обсуждалось. Однако число асимметричных ошибок значительно превыша-
ет число симметричных ошибок при количестве выходов m>4 [21]. Использование этой осо-
бенности кодов Бергера позволяет уменьшить сложность технической реализации СВК по 
сравнению с выделением только МН-групп выходов, что и предложено в работах [22, 23]. 

О п р е д е л е н и е  3. Подмножество выходов устройства образует группу монотонно и 
асимметрично независимых выходов (МАН-группу), если при возникновении любой неисправ-
ности из заданного класса в элементах внутренней структуры устройства либо искажает-
ся значение только одного выхода из этой группы, либо при искажении значений сразу на не-
скольких выходах из группы возникает монотонная либо асимметричная ошибка. 

При построении СВК сначала целесообразно выделить МН-группы, а затем расширить 
получаемые подмножества до МАН-групп выходов. Это позволяет увеличить число выходов 
в группах и осуществить полное покрытие выходов меньшим их количеством. 

Полная классификация ошибок на выходах цифровых устройств и в кодовых словах 
представлена на рис. 1, а примеры ошибок — на рис. 2 [21]. 
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Двоичные коды крайне разнообразны по своим характеристикам. Возникает задача 
формирования полной классификации групп выходов устройств, позволяющей на практике 
анализировать все возможные сочетания выходов устройства и „покрывать“ их кодами с раз-
личными характеристиками обнаружения ошибок — другими словами, выделять контроле-
пригодные группы выходов. 

При поиске Н-группы выходов не учитывается вид ошибки, возникающей на выходах 
выделенной группы. Однако из теории информации и кодирования известно большое коли-
чество кодов, обнаруживающих не только одиночные ошибки, но и ошибки бóльшей кратно-
стью. Обобщим понятие Н-групп выходов.  

О п р е д е л е н и е  4. Подмножество выходов устройства образует группу δ-
независимых выходов (Нδ-группу), если при возникновении любой неисправности из заданного 
класса в элементах внутренней структуры устройства искажается значение на m*δ  
(m* m) выходах из этой группы. 

Н-группа выходов является частным случаем Нδ-группы при δ=1, т.е. является Н1-
группой. К примеру, в [24] использовано понятие Н2-группы выходов, вычисления на кото-
рых контролируются с помощью кодов, обнаруживающих любые ошибки кратностью d=1 и 
d=2. В этой же работе предложена типовая структура организации СВК, подразумевающая 
выделение Н1-, Н2-, МН- и МАН-групп выходов устройства и контроль сформированных на 
них значений с использованием отдельных классов кодов, обнаруживающих ошибки опреде-
ленного вида и конкретной кратностью. 

О п р е д е л е н и е  5. Подмножество выходов устройства образует группу υ-монотон-
но независимых выходов (МНυ-группу), если при возникновении любой неисправности из за-
данного класса в элементах внутренней структуры устройства либо искажается значение 
только одного выхода из этой группы, либо при искажении значений сразу на нескольких вы-
ходах из группы возникает монотонная ошибка кратностью, не превышающей d=υ. 

МН-группа согласно определению 5 может быть обозначена как МНm+1-группа, так как 
обнаруживаются любые монотонные ошибки кратностью d<m+1. 

О п р е д е л е н и е  6. Подмножество выходов устройства образует группу симметрич-
но независимых выходов (СН-группу), если при возникновении любой неисправности из задан-
ного класса в элементах внутренней структуры устройства либо искажается значение 
только одного выхода из этой группы, либо при искажении значений сразу же на нескольких 
выходах из группы возникает симметричная ошибка. 

О п р е д е л е н и е  7. Подмножество выходов устройства образует группу σ-симмет-
рично независимых выходов (СНσ-группу), если при возникновении любой неисправности из 
заданного класса в элементах внутренней структуры устройства либо искажается значе-
ние только одного выхода из этой группы, либо при искажении значений сразу на нескольких 
выходах из группы возникает симметричная ошибка кратностью, не превышающей d=σ. 

Аналогично МН-группе, СН-группа может быть также обозначена как СНm+1-группа. 
О п р е д е л е н и е  8. Подмножество выходов устройства образует группу асиммет-

рично независимых выходов (АН-группу), если при возникновении любой неисправности из за-
данного класса в элементах внутренней структуры устройства либо искажается значение 
только одного выхода из этой группы, либо при искажении значений сразу же на нескольких 
выходах из группы возникает асимметричная ошибка. 

О п р е д е л е н и е  9. Подмножество выходов устройства образует группу α-асиммет-
рично независимых выходов (АНα-группу), если при возникновении любой неисправности из 
заданного класса в элементах внутренней структуры устройства либо искажается значе-
ние только одного выхода из этой группы, либо при искажении значений сразу на нескольких 
выходах из группы возникает асимметричная ошибка кратностью, не превышающей d=α. 

АН-группа может быть также обозначена как АНm+1-группа. 
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Возможны и комбинации групп выходов, образующиеся при их расширении: МАНυ/α-, 
МСНυ/σ- и АСНα/σ-группы. Если формируется группа выходов, не допускающая никаких ви-
дов искажений, то это — просто группа независимых выходов. На рис. 3 приведены все вари-
анты образования особых групп выходов. 

 
Рис. 3 

Согласно трудам по теории синтеза самопроверяемых СВК, например [1, 14—16, 18—20, 
22—24], основными являются Нδ-, МНυ- и МАНυ/α-группы (как правило, без ограничения 
кратности). Выделение таких групп выходов связано с особенностями организации контроля 
вычислений. 

Двоичные коды для контроля вычислений в особых группах выходов. В табл. 1 
приведены особые группы выходов, а также наименования кодов, обнаруживающих ошибки 
в данных группах, и примеры соответствующих кодов. 

             Таблица 1 

Группа 
Тип кода, обнаруживающего  

ошибки в группе выходов 
Пример кода 

Особые группы выходов с выделением вида допустимых ошибок 
МН UED S(m,k), Cm/r 
МНυ UEDυ SM(m,k), RSM(m,k), υ<M 
АН AED S(m,k), Cm/r 
АНα AEDα SM(m,k), RSM(m,k), α<M+2 
СН SED D(m,m) — коды с повторением 
СНσ SEDσ SWC(m,k), H(m,k), σ<4 

МАН UAED S(m,k), Cm/r 
МАНυ/α UAEDυ/α SM(m,k), RSM(m,k), υ<M, α<M+2 
МCН USED D(m,m) 

МCНυ/σ USEDυ/σ SWC(m,k), H(m,k), υ<3, σ<4 
АCН ASED D(m,m) 

АCНα/σ ASEDα/σ SWC(m,k), H(m,k), α<3, σ<4 
Особые группы выходов с выделением кратностей допустимых ошибок 

Н I P(m,k) 

Hδ Iδ P(m,k), δ=1; SWC(m,k), H(m,k), δ=2; 
Perm(m,k), m<10, δ=2; WT(2i), δ=m–1 

Вычисления значений на выходах Нδ-групп контролируются с помощью (m,k,δ)-кодов 
(m и k — количество информационных и контрольных разрядов соответственно), обнаружи-
вающих любые ошибки кратностью d≤δ. Приведем некоторые их примеры. К (m,k,1)-кодам 
относятся коды паритета (P(m,k)-коды) [25] и любые помехозащищенные коды (коды парите-
та имеют наиболее простые кодеры с одним контрольным разрядом, что определяет их при-
оритет перед остальными кодами). К (m,k,2)-кодам относятся коды Хэмминга H(m,k) [26] и их 
модификации — коды с суммированием без использования операции переноса SWC(m,k) [27] 
и перестановочные коды Perm(m,k) до значения m<10 [28]. Причем коды с суммированием 
без переноса имеют наиболее простые реализации кодеров среди всех трех (m,k,2)-кодов, что 
также целесообразно учитывать при синтезе СВК. Известны также и коды с обнаружением 
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любых ошибок кратностью d<m. Такие коды описаны, например, в [8] и обозначены как 
WT(2i)-коды. 

МНυ-группы контролируются с помощью так называемых UED(m,k)-кодов, обнаружи-
вающих любые монотонные ошибки, и UEDυ(m,k)-кодов, обнаруживающих любые монотон-
ные ошибки кратностью до d=υ. К UED(m,k)-кодам относятся классические коды Бергера 
S(m,k) [17] и равновесные коды Cm/r [29]. К UEDυ(m,k)-кодам относятся, например, классиче-
ские модульные коды с суммированием — SM(m,k)-коды при υ<M и модифицированные мо-
дульные коды с суммированием — RSM(m,k)-коды при υ<M, где М — модуль, используемый 
при построении кода [9]. 

МАНυ/α-группы контролируются с помощью так называемых UAED(m,k)-кодов. Данные 
коды обнаруживают как любые монотонные, так и любые асимметричные ошибки в инфор-
мационных векторах. Также могут быть использованы UAEDυ/α(m,k)-коды, обнаруживающие 
монотонные ошибки кратностью до d<υ и все асимметричные ошибки кратностью до d<α.  
К UAED(m,k)-кодам относятся те же классические коды Бергера и равновесные коды.  
К UAEDυ/α(m,k)-кодам относятся, например, классические модульные и модифицированные 
модульные коды с суммированием — SM(m,k)- и RSM(m,k)-коды при υ<M и α<M+2 [9]. 

Отметим, что в научной литературе не выделяются коды, ориентированные на обнару-
жение любых симметричных ошибок (известны только коды с обнаружением симметричных 
ошибок кратностью до определенной величины). В [30] установлена нижняя граница числа 
разрядов в контрольных векторах, необходимых для наделения кода свойством обнаружения 
любых симметричных ошибок: 

2
2log ,m

mk C       
 где ...    — целое сверху от вычисляемого значения, ...    — целое снизу. 

Отсюда следует, что для диапазона значений m=3…8 число k≥m–1, а для диапазона 
m=9…20 — k≥m–2. Таким образом, коды с обнаружением любых симметричных ошибок 
(SED-коды) весьма избыточны и близки по данному показателю к кодам с повторением. До-
бавление SED-коду свойства обнаружения монотонных или асимметричных ошибок может 
только увеличить избыточность кода, но не уменьшить ее. Таким образом, все коды SED-, 
USED-, ASED-типов имеют избыточность, близкую к дублированию, что не позволяет ис-
пользовать их эффективно при решении задач построения систем с обнаружением неисправ-
ностей. На первый план в этом случае выходит дублирование с контролем вычислений значе-
ний на одноименных выходах различных устройств, реализующих аналогичные функции. 

Можно сделать следующий вывод: на этапе проектирования СВК могут быть выделены 
особые группы выходов и подобраны коды, обладающие особенностями обнаружения оши-
бок определенного вида и конкретной кратностью. Отдельно следует рассматривать крите-
рий, по которому будут выделяться группы выходов и коды с определенными характеристи-
ками обнаружения ошибок. 

Принципы выделения особых групп выходов. На практике для установления извест-
ных видов особых групп выходов используются следующие положения. 

Для поиска групп независимых выходов необходимо проверить следующее утверждение [1]. 

Утверждение 1. Множество выходов устройства  1 2
, ,...,

pi i if f f ,  1 2, ,..., 1, 2,...,pi i i m , 

образует Н-группу в случае, если для каждой пары выходов  , ,
a bi if f  , 1, 2,...,a b p , и для 

каждого элемента Gq схемы устройства выполняется условие 

 0,a bi i

q q

f f
y y
 


 

 (1) 
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где 
aif  и 

bif  — функции, реализуемые на соответствующих выходах устройства; yq — функ-

ция, реализуемая на выходе конкретного элемента Gq, на котором проявляется ошибка, вы-
званная неисправностью (неисправности заданы конкретной моделью на этапе синтеза само-
проверяемого устройства).  

Напомним, что в данном случае рассматривается модель одиночных константных неис-
правностей выходов внутренних логических элементов структуры устройства. 

Левая часть выражения (1) (произведение булевых производных) устанавливает вход-
ные комбинации, при поступлении которых на входы устройства одновременно искажаются 

оба выхода из пары  , ,
a bi if f  , 1, 2,...,a b p . Эти комбинации определяются из уравнения 

1a bi i

q q

f f
y y
 


 

. Если таких комбинаций нет, т.е. выполняется условие (1), то выходы образуют 

Н-группу. Для элементов, не связанных путями с двумя и более выходами устройства, выра-
жение (1) будет выполняться для любой пары выходов. Поэтому при проверке условия (1) 
могут рассматриваться не все элементы в структуре устройства, а только те, которые связаны 
путями с двумя и более его выходами. 

Поиск Н-группы выходов осуществляется последовательно: от поиска пар групп незави-
симых выходов на всем их множестве до расширения этих групп с числом выходов, равным 
трем и более. Во всех Н-группах каждая пара выходов должна удовлетворять условию (1). 

Аналогично для установления того факта, что группа выходов является МН-группой, 
используется следующее утверждение [18, 19]. 

Утверждение 2. Множество выходов устройства  1 2
, ,...,

pi i if f f ,  1 2, ,..., 1,2,..., ,pi i i m  

образует МН-группу в случае, если для каждой пары выходов  , ,
a bi if f  , 1, 2,...,a b p , и для 

каждого элемента Gq схемы устройства выполняется условие 

   0.a b
a b

i i
i i

q q

f f
f f

y y
 

 
 

 (2) 

Произведение булевых производных определяет входные комбинации, на которых од-

новременно искажаются выходы из пары  , ,
a bi if f  , 1, 2,...,a b p , а выражение в скобках 

определяет, совпали ли значения на выходах до их искажения (только при совпадении воз-
можно возникновение монотонной ошибки). При поиске МН-групп выходов также можно 
исключить из рассмотрения логические элементы, связанные путями только с одним выхо-
дом устройства. 

Поиск МН-группы выходов устройства осуществляется аналогично поиску Н-групп. 
МН-группы могут быть расширены до МАН-групп, для поиска которых используется 

более сложное выражение, приведенное в [22]. 
В любом случае при определении особых групп выходов некоторого устройства исполь-

зуется последовательный анализ его выходов с расширением их числа в выбираемых под-
множествах от 2 до m и устанавливается возможность возникновения ошибки того или иного 
вида. 

Расширим этот подход для поиска всех особых групп выходов устройства. 

Утверждение 3. Ошибка кратностью d на выходах  1 2
, ,...,

di i if f f ,  1 2, ,..., 1, 2,..., ,di i i m  

вызванная неисправностью на выходе элемента Gq в структуре некоторого устройства, возни-
кает при условии 
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 1 2 ... 0.dii id

q q q

ff f
U

y y y
 

   
  

 (3)  

Произведение булевых производных в формуле (3) определяет условия, при которых на 
d выходах устройства будут возникать одновременные искажения. Если данное произведение 
не равно нулю, то существуют входные комбинации, на которых одновременно искажаются 

все выходы  1 2
, ,...,

di i if f f ,  1 2, ,..., 1,2,...,di i i m . 

Условие (3) должно проверяться для всех элементов Gq. Для упрощения процедуры по-
иска зависимых выходов предварительно исключают из полного множества элементов те из 

них, которые связаны с меньшим, чем d, числом путей, ведущих к выходам  1 2
, ,...,

di i if f f , 

 1 2, ,..., 1,2,...,di i i m . 

Теорема 1. Множество выходов устройства  1 2
, ,..., ,

pi i if f f  1 2, ,..., 1, 2,..., ,pi i i m
 

p≥δ+1, образует Нδ-группу, если для каждого из 1
pC  подмножеств, образованных δ+1 выхо-

дами, и для каждого элемента Gq  выполняется условие 

 11 2 0.
ii i

q q q

ff f
y y y


 


  

   (4) 

Доказательство теоремы 1 приведено в [31]. 

Теорема 2. Ошибка кратностью d≥2 на выходах  1 2
, ,...,

di i if f f ,  1 2, ,..., 1,2,...,di i i m , 

вызванная неисправностью на выходе элемента Gq, проявляется при возникновении соответ-
ствующих входных комбинаций в следующем виде: 

а) монотонной ошибки — в случае если 

 1 2

1 2
1 2

0,d
d

i i id

ii i
i i i

f f f Wq q q

ff f
f f f

y y y 

  
     




    (5) 

где выражение W   определяет множество выходных векторов с весами, равными нулю (их 

число равно 0
dC ) и r=d (их число равно d

dC ):  1 2 1 2
;

d di i i i i iW f f f f f f    ; 

б) симметричной ошибки — в случае если d — четное и если 

 1 2

1 2
1 2

0,d
d

i i id

ii i
i i i

f f f Wq q q

ff f
f f f

y y y 

  
     




    (6) 

где выражение W   определяет множество выходных векторов с весами r=d/2 (их число равно 
2d

dC ); 

б) асимметричной ошибки — в случае если d≥3 и если 

 1 2

1 2
1 2

0,d
d

i i id

ii i
i i i

f f f Wq q q

ff f
f f f

y y y 

  
     




    (7) 

где выражение W   определяет множество выходных векторов с весами r0, rd/2 и rd (их 

число определяется величиной 2d – ( 20 d d
d ddC C C  )). 

Доказательство. Необходимость. Рассмотрим логический элемент Gq в структуре уст-
ройства с выходом yq. Ошибка будет иметь кратность d в случае, если 



364 Д. В. Ефанов 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2023. Т. 66, № 5                                                      JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2023. Vol. 66, N 5 

1 2 0dii id

q q q

ff f
U

y y y
 

 
  

 . Вид ошибки определяется значениями выходов  1 2
, ,...,

di i if f f , 

 1 2, ,..., 1,2,...,di i i m , до искажения. При искажении значений на d выходах монотонная 

ошибка возникает только в случае, если все значения выходов были равными до искажения. 

Множество W   как раз содержит все такие векторы. При искажении значений на четном 
числе выходов (при четном d) симметричная ошибка возникает только в случае, если полови-

на значений выходов равна нулю и половина — единице. Множество W   включает в себя все 
такие векторы. Поскольку все ошибки подразделяются на одиночные, монотонные, симмет-
ричные и асимметричные, а в положении теоремы говорится об ошибках кратностью d≥2, 

при искажении значений выходов  1 2
, ,...,

di i if f f ,  1 2, ,..., 1,2,...,di i i m , все остальные вари-

анты векторов, присутствующие в множестве W  , определяют условия возникновения не-
равного числа искажений (количества нулей и единиц), т.е. условия возникновения асиммет-
ричных ошибок.  

Достаточность. Кратность ошибки определяется только выражением 

1 2 0.dii id

q q q

ff f
U

y y y
 

 
  

  Принадлежность к конкретному виду ошибок — только выражения-

ми 
1 2

1 2
d

i i id
i i i

f f f W
F f f f






 


 , 

1 2
1 2

d
i i id

i i i
f f f W

F f f f





 


  и 

1 2
1 2

d
i i id

i i i
f f f W

F f f f





 


  ∎. 

Из формул (1) — (7) непосредственно следует способ установления кратности и вида 
ошибок, возникающих на выходах цифровых устройств. Особые группы выходов устройства 
могут быть определены по следующим правилам. 

Алгоритм 1. Последовательность выявления особых групп выходов. 
Шаг 1. Рассматриваются все сочетания γ≥2 выходов устройства из полного их множест-

ва и образуются γ-группы выходов. Число рассматриваемых γ-групп выходов равно 

2

2 1
m

m
mC m


   . 

Шаг 2. γ-группы ранжируются по возрастанию числа γ. 
Шаг 3. Полагается γ*=2. 
Шаг 4. Условие (3) проверяется для всех 2≤d≤γ*. Фиксируются и ранжируются в поряд-

ке возрастания значения d, для которых 0dU  , —  1 2, ,..., .h hD d d d  

Шаг 5. Выбирается первый элемент множества hD : d*=d1. 

Шаг 6. Проверяется условие (5), определяющее, является ли ошибка кратностью d* мо-
нотонной. 

Шаг 7. Если d — четное, то проверяется условие (6), определяющее, является ли ошибка 
кратностью d* симметричной; если d — нечетное, то переход к следующему пункту. 

Шаг 8. Проверяется условие (7), определяющее, является ли ошибка кратностью d* 
асимметричной. 

Шаг 9. Проверяется, рассмотрены ли все элементы множества hD : если нет, то осуще-

ствляется переход к рассмотрению следующего элемента данного множества и повторение 
пп. 6—8; если да, то переход к следующему пункту. 

Шаг 10. Полагается γ*:=γ*+1. 
Шаг 11. γ*=m? Если нет, то переход к п. 4; если да, то переход к следующему пункту. 
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Шаг 12. Для каждой γ-группы фиксируются минимальные кратности необнаруживае-
мых ошибок каждого вида и определяется принадлежность к конкретной особой группе. 

После реализации алгоритма все γ-группы выходов идентифицируются с какой-либо 
особой группой, либо устанавливается, что та или иная группа особой не является.  

К примеру, определим все особые группы выходов для устройства, изображенного на 
рис. 4, при рассмотрении модели одиночной константной неисправности выходов внутрен-
них логических элементов. Отметим также, что согласно [32, теорема 3] это позволит по-
строить и самопроверяемое устройство относительно одиночных неисправностей на входах 
логических элементов, так как если неисправность элемента не вызывает на выходе схемы 
ошибки определенного типа, то не вызывает ошибки такого же типа и одиночная неисправ-
ность на входе этого же элемента. Кроме того, ограничимся поиском только Нδ-, МНυ- и 
МАНυ/α-групп среди особых групп выходов. При организации СВК наиболее эффективно 
применение именно этих особых групп. 

 
Рис. 4 

Результаты исследования структуры заданного устройства приведены в табл. 2 и на рис. 5. 
На рис. 5 выделен каждый из вариантов выбора групп и их принадлежность к конкретной 
особой группе указана кружком. 

 
Рис. 5 

Таблица 2  
Группа Выходы Вид группы 

A f1, f2 МН2 
B f1, f3 Н2 
C f1, f4 Н2 
D f2, f3 — 
E f2, f4 МН2 
F f3, f4 — 
G f1, f2, f3 МН2 
H f1, f2, f4 МАН2/3 
I f2, f3, f4 МН2 
J f1, f3, f4 МАН4/3 
K f1,f2, f3, f4 МАН2/3 
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Алгоритм 2. Правила синтеза СВК на основе выделения особых групп выходов. 
Шаг 1. Определяется показатель структурной избыточности для устройства с СВК, реа-

лизованной по методу дублирования — LD. 
Шаг 2. Формируется таблица покрытий выходов устройства особыми группами. 
Шаг 3. Определяются все варианты покрытий выходов устройства. 
Шаг 4. Если какие-либо выходы устройства не вошли ни в одну особую группу, то они 

дублируются в СВК. 
Шаг 5. Для каждого варианта покрытия подбираются коды, входящие в определенный 

класс. 
Шаг 6. Определяется требуемое по выбранному критерию покрытие (например, по ми-

нимальному числу групп в покрытии или минимальному суммарному числу контрольных 
разрядов кодов, необходимых для реализации СВК для каждой особой группы). 

Шаг 7. Производится синтез СВК для выбранного покрытия и выбранных кодов в тре-
буемом элементном базисе. 

Шаг 8. Проверяется, является ли СВК самопроверяемой относительно заданной модели 
неисправностей: если да, то переход к следующему пункту, в противном случае выбирается 
другой вариант покрытия.  

Шаг 9. Определяется показатель структурной избыточности устройства с СВК — L. 
Шаг 10. Проверяется L<LD? Если да, то переход к следующему пункту, если нет, то 

осуществляется поиск покрытия, позволяющего достичь указанного неравенства. 
Шаг 11. СВК построена. 
Для приведенного выше примера (см. рис. 4) таблица покрытий выходов особыми груп-

пами имеет вид, представленный в табл. 3. 
Таблица 3  

Выход 
Группа 

A B C D E F G H I J K 
f1 × × ×       × ×   × × 
f2 ×       ×   × × ×   × 
f3   ×         ×   × × × 
f4     ×   ×     × × × × 

Для получения всех вариантов покрытий используется метод Петрика [33]. Для этого 
составляется выражение вида конъюнкция дизъюнкций всех символов (наименований групп — 
см. табл. 3) для каждой строки (fi), в графе для которых проставлен знак покрытия „×“. Далее 
выражение представляется в дизъюнктивной нормальной форме: 

  
   

   

&

&

.

Q A B C G H J K A E G H I K

B G I J K C E H I J K

A G H K BE BI CE CI JE JI I J K BC BE BH GC GE GH
AI GI HI BI CI JI AJ GJ HJ JE

K ABC BE HB GC GE GH

           

         

                  

          
      

 

Конечное выражение содержит все возможные варианты покрытия выходов рассматри-
ваемого устройства особыми группами. Для приведенного примера их 17, при этом одно по-
крытие содержит только один символ, 15 покрытий — два символа и одно покрытие — три 
символа. 

Для данного примера варианты покрытий сравним по критерию количества символов, 
что позволит выделить наименьшее число групп на множестве выходов. В данном случае по-
крытие K позволяет решить поставленную задачу. Покрытие K — это все выходы, образующие 
МАН2/3-группу. Вычисления в такой группе контролируются с помощью UAEDυ/α(m,k)-кода.  
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К множеству таких кодов относятся, например, коды S4(4,2) и S3(4,2). Для кода S4(4,2) проще 
обеспечивается полная самопроверяемость кодера, поэтому его целесообразно выбрать для 
контроля заданной схемы.  

Далее следовало бы проверить эффективность применения выбранного покрытия и ко-
дов для контроля по сравнению с дублированием. Для рассматриваемого примера этого де-
лать не будем, так как он демонстрирует только принцип выбора способа покрытия и способа 
организации СВК. 

Представленный пример является элементарным. Однако для реальных устройств мо-
жет существовать несколько вариантов покрытий, предполагающих использование кодов с 
одинаковым числом контрольных разрядов. Возникает проблема выбора такого покрытия, 
которое позволит построить наименьшую по сложности самопроверяемую СВК. При числе 
выходов m максимальное количество рассматриваемых групп определяется величиной 

2

2 1
m

m
mC m


   . Соответственно, число символов покрытия не будет превышать указанной 

величины. Из приведенного выражения следует, что количество вариантов сравнений опре-
деляется числом выходов устройства. Число же самих покрытий не может превышать вели-

чины 2
2

1

2 1
m

m

m
j m

m
j

C 



  . Это верхняя оценка. В реальности число покрытий будет сущест-

венно меньше. Тем не менее отсюда следует главный недостаток рассматриваемого подхода: 
необходимо в каждом конкретном случае рассматривать возможность построения большого 
числа СВК, выбирая при этом наилучший вариант по сложности технической реализации, 
обеспечивающий к тому же реализацию самопроверяемого устройства. Здесь возникает зада-
ча поиска такого критерия по выбору покрытия, который позволит сократить число вычисли-
тельных процедур. К сожалению, эта задача пока остается нерешенной. На практике при 
большом числе способов покрытия выходов можно ограничиться выбором любого покрытия, 
дающего минимальное число особых групп, либо же любого, дающего минимальное суммар-
ное число контрольных разрядов для всех кодов, обеспечивающих возможность синтеза са-
мопроверяемого устройства (что и отмечено в алгоритме 2). 

Обобщенная структура организации СВК на основе выделения особых групп вы-
ходов. Обобщенная структура организации СВК по особым группам выходов представлена 
на рис. 6. На схеме не показан вывод рабочих функций f1, f2, …, fm–1, fm во внешние системы, а 
приведена только контрольная часть. В структуре организации СВК подразумевается выделе-
ние только Нδ-, МНυ- и МАНυ/α-групп. Каждая особая группа контролируется на основе избы-
точного кода, обнаруживающего соответствующие виды и кратности ошибок, — Iδ-, UAEDυ/α 
и UAEDυ/α-кода. Такие типы кодов широко известны в литературе, их примеры даны в табл. 1 
и приводятся в [9, 10]. Выходы же устройства F(x), которые не входят ни в одно покрытие, 
дублируются в СВК. 

Для каждой особой группы реализуется своя СВК с двумя контрольными выходами z0 и z1, 
на которых формируется парафазный сигнал при отсутствии ошибок в вычислениях; наруше-
ние парафазности говорит об ошибках в вычислениях на выходах объекта диагностирования 
либо одного из компонентов СВК. В целях получения одной группы контрольных выходов 
парафазные выходы отдельных СВК подключаются ко входам самопроверяемого компарато-
ра TRC [7, 13]. 

Необходимо отметить следующую особенность представленной структуры. При по-
строении отдельных СВК для особых групп выходов применяются два блока: блок контроль-
ной логики G(x) и полностью самопроверяемый тестер выбранного кода TSC [34, 35].  
TSC для каждого кода имеет типовую структуру в выбранном элементном базисе и реализуется 
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по одному из известных методов, описанных, например, в [36, 37]. Блок G(x) каждой СВК яв-
ляется уникальным по своей структуре и строится путем совместной оптимизации каскада, 
состоящего из подсхемы устройства F(x), реализующей функции выделенной особой группы, 
и кодера выбранного кода [8]. Для снижения структурной избыточности СВК блоки G(x) в 
отдельных схемах могут быть реализованы совместно. Также следует добавить, что при син-
тезе СВК может быть использован не только традиционный метод вычисления контрольных 
разрядов, но и метод логического дополнения (логической коррекции сигналов), позволяю-
щий гораздо проще обеспечивать полную самопроверяемость СВК. Данный метод подробно 
описан в [20, 38, 39].  

 
Рис. 6 

Отметим, что представленная структура отличается от приведенной в [24] расширенным 
количеством групп (включены Нδ-, МНυ- и МАНυ/α-группы) и позволяет синтезировать СВК 
не только по нескольким избыточным кодам, но и с учетом разных способов их построения. 
Кроме того, по сути, изменен сам подход к построению СВК. Ранее поиск и расширение 
групп производились, начиная с Н-группы, а затем и МН- и МАН-групп. Теперь же рассмат-
риваются любые возможности выделения особых групп выходов и определяются различные 
варианты покрытий выходов данными группами. Это существенно увеличивает число спосо-
бов построения СВК для цифровых устройств.  

Заключение. Представленный подход к организации СВК на основе выделения особых 
групп выходов объекта диагностирования существенно расширяет число вариантов построе-
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ния полностью самопроверяемых устройств и позволяет широко использовать основные ха-
рактеристики двоичных избыточных кодов. В свою очередь, выбор для каждой конкретной 
особой группы того или иного варианта кодирования дает возможность построения СВК с 
минимальной сложностью технической реализации. При этом за счет использования различ-
ных подходов к синтезу СВК можно добиться свойства самопроверяемости структуры даже в 
тех случаях, когда это невозможно при использовании дублирования. Важно также отметить, 
что при построении самопроверяемого устройства на основе выделения полного множества 
особых групп выходов могут рассматриваться и другие модели неисправностей. 

Предложенный подход основывается на анализе структуры объекта диагностирования и 
возможностей влияния неисправностей на его выходы. Именно за счет этого удается снизить 
структурную избыточность СВК при сохранении свойства самопроверяемости. К сожалению, 
в этом кроется и недостаток подхода: требуется проводить вычисления для каждой неисправ-
ности из заданной модели, а число особых групп экспоненциально зависит от количества вы-
ходов объекта диагностирования. Также увеличение числа вычислительных процедур может 
возникнуть при большой сложности структуры самого объекта диагностирования (большом 
числе элементов и сложной конфигурации связей между ними, входами и выходами устрой-
ства). При современной мощности вычислительных систем практическим ограничением оказы-
вается число выходов m=30…35. При большем числе выходов устройства F(x) эффективными 
могут оказаться методы декомпозиции и реализации нескольких структур (см. рис. 6). 

Рассмотренный подход носит общий характер и никак не ориентирован на какую-либо 
элементную базу, что делает его универсальным в смысле практического применения.  
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Аннотация. Полумарковский процесс, описывающий функционирование системы обслуживания 
GI/G/1/1, рассмотрен как регенерирующий. Точками регенерации являются моменты попадания заявок в сво-
бодную систему. Установлены формулы для вычисления следующих характеристик системы за цикл регенера-
ции: средних чисел поступающих, обслуженных и потерянных заявок; среднего времени пребывания системы в 
свободном состоянии; средних суммарных времен пребывания в системе одной и двух заявок. Финальные веро-
ятности физических состояний системы, средние стационарные времена пребывания в состояниях, в очереди и в 
системе выражены в терминах характеристик регенерирующего процесса.  

Ключевые слова: однолинейная система обслуживания с одним местом для ожидания, регенерирующий 
процесс, число поступающих, обслуженных и потерянных заявок за цикл регенерации, суммарные времена пре-
бывания в состояниях, стационарные характеристики системы 
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Abstract. The semi-Markov process describing queuing system operation is analyzed as a renewal. Its regenera-
tion points are the moments of requests arrivals to the free system. Formulas are established for calculating the following 
characteristics of the system for a regeneration cycle: average numbers of incoming, serviced and lost requests; average 
residence time of the system in the free state; average total sojourn times in the system for one and two claims. The final 
probabilities of the system physical states, average stationary sojourn times in the states, in the queue and in the system 
are expressed in terms of the renewal process characteristics.  

Keywords: single-server queuing system with one queue place, renewal process, the number of arrivals, of com-
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Введение. Исследованиям систем массового обслуживания (СМО) посвящена обширная 

библиография. Обзор результатов, полученных в этой области, содержится, например, в [1—
6]. Характеристики систем обслуживания, исходные параметры которых имеют экспоненци-
альные распределения, определяются в явном виде, как правило, с помощью аппарата мар-
ковских процессов. Завершенные результаты получены и для ряда систем, распределения па-
раметров которых имеют конкретный вид (отличный от экспоненциального) либо только не-
которые из параметров имеют распределения общего вида (например, [1—3, 7—11]). Для сис-
тем с общими входными потоками и произвольным распределением времени обслуживания 
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поиск явного выражения для основных характеристик вызывает определенные сложности.  
В этом случае стационарные характеристики систем находятся приближенно либо устанавли-
ваются их асимптотические оценки [12—15]. Еще один подход — использование аппарата 
полумарковских процессов с дискретно-непрерывным фазовым пространством состояний 
[16—20]. Так, в [20] стационарные характеристики системы / /1 /1GI G  выражаются в терми-
нах функции распределения времени обслуживания, функции восстановления и прямого ос-
таточного времени процесса восстановления, который порождается входящим потоком зая-
вок. Описание систем обслуживания в терминах регенерирующих процессов встречается в 
научной литературе значительно реже. Поскольку полумарковский процесс, протекающий в 
системе / /1 /1GI G , является также и регенерирующим, то представляется интересным ста-
ционарные показатели этой системы выразить через характеристики регенерирующего про-
цесса. Это позволит углубиться в понимание динамики систем обслуживания при различных 
предположениях о входном потоке и процессе обслуживания. 

Постановка задачи. Рассмотрим однолинейную систему обслуживания с одним местом 
для ожидания / /1 /1GI G  в классификации Кендалла [21]. Время между моментами поступ-
лений заявок во входящем в систему рекуррентном потоке — случайная величина (СВ)   с 
функцией распределения (ФР) ( ) { }G x P x   . Время обслуживания заявки — СВ   с ФР 

( ) { }F x P x   . Предполагается, что СВ   и   независимы, удовлетворяют условию 

 0 1P     , имеют соответственно плотности распределения ( )f x , ( )g x , конечные ма-

тематические ожидания M , Mи дисперсии. Поступающая в свободную систему заявка 
начинает немедленно обслуживаться. Если прибор занят обслуживанием, а место в очереди 
свободно, то заявка становится в очередь. В случае занятого прибора и отсутствия места в 
очереди заявка теряется. 

Представленная система может находиться в следующих физических состояниях: 0  — 
прибор свободен, в очереди заявки нет, 1 — прибор занят обслуживанием, в очереди заявки 
нет; 2  — прибор обслуживает заявку, место в очереди занято. В [19, 20] функционирование 
системы описано с помощью полумарковского процесса ( )t с дискретно-непрерывным мно-
жеством состояний. Расширенное фазовое пространство состояний системы сформировано в 
результате добавления к физическим состояниям непрерывных компонентов, которыми слу-
жат остаточные времена действия случайных факторов, изменяющих физические состояния 
[16—19]. С помощью предельных теорем теории полумарковских процессов с измеримым 
фазовым пространством состояний найдены финальные вероятности и средние стационарные 
времена пребывания системы в физических состояниях [20]. Полумарковский процесс ( )t  
является также и регенерирующим. Циклами (периодами) регенерации являются промежутки 
времени между моментами поступлениями заявок в свободную систему.  

В настоящей статье рассматривается полумарковский процесс ( )t  как регенерирующий 
и определяются его характеристики: средняя длительность цикла регенерации, средние сум-
марные времена пребывания системы в физических состояниях, средние числа поступающих 
и обслуженных заявок за цикл регенерации; известные стационарные показатели системы 
предлагается [20] выразить в терминах указанных характеристик. 

Среднее число обслуженных заявок за цикл регенерации. Пусть обсN  — число об-

служенных заявок за цикл регенерации, т.е. за время между соседними моментами поступле-
ния заявок в свободную систему. Установим закон распределения этой случайной величины. 
Начнем с вероятности обслуживания только одной заявкиза цикл: 

  обс
0

( 1) ( ) ( )P N P g y F y dy


       . 
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Графическая иллюстрация этого события представлена на рис. 1, где 1 — обслуживаю-
щий прибор, 2 — поток заявок. 

 
Рис. 1 

При определении вероятностей остальных событий понадобится вычислить плотность 
распределения ( , )gv t x  прямого остаточного времени t  для процесса восстановления, поро-

жденного СВ  : ( ) 1t t t      (фиксирует время после момента t  до момента поступления 

следующей заявки в систему) [17, 22]: 

0

( , ) ( ) ( ) ( )
t

g gv t x g t x g t x s h s ds     , 

где ( )

1

( ) ( )n
g

n
h x g x





   — плотность функции восстановления ( )gH x  входящего потока заявок.  

Определим вероятность обслуживания двух заявок за цикл: 

 обс 1 2
0 0 0

( 2) , ( ) ( , ) ( ) ( )t gP N P dt F x dx v t x dt f t y g y dy
  

           . 

Графическая иллюстрация этого события представлена на рис. 2.  

 
Рис. 2 

Обозначим 
0

( , ) ( ) ( , )gx y f t y v t x dt


   . Используя понятие табу-вероятности [23], от-

метим вероятностный смысл функции ( , )x y : это плотность перехода системы из состояния 
„начинает обслуживаться заявка (до поступления следующей заявки в систему остается время y)“ 
в ближайшее аналогичное состояние ( x  — оставшееся время до поступления следующей за-
явки) при условии, что между этими событиями система не попадает в свободное состояние. 

Учитывая, что  

 
0

( , ) ( )x y d x F y


  ,  (1) 

с помощью функции ( , )x y  и ее итераций запишем закон распределения СВ обсN : 

обс
0 0 0

( 1) 1 ( ) ( ) 1 ( , ) ( )P N g y F y dy dx x y g y dy
  

        ; 

21

 

t 

t 

1 

2 





t

t

1 

2 
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обс
0 0 0 0 0

( 2) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )P N F x dx x y g y dy g y F y dy F x dx x y g y dy
    

          

(1) (2)

0 0 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( )dx x y g y dy dx x y g y dy
   

       ; 

( 1)
обс

0 0

( ) ( ) ( , ) ( )nP N n F x dx x y g y dy
 

    

( 1) ( )

0 0 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( ) , 3n ndx x y g y dy dx x y g y dy n
   

        , 

где 

(1) ( , ) ( , )x y x y   , (2) (1)

0

( , ) ( , ) ( , )x y x s s y ds


    , ( ) ( 1)

0

( , ) ( , ) ( , )n nx y x s s y ds


    . 

Найдем математическое ожидание СВ обсN : 

обсобс обс
1 0 0

( ) ( ) 1 ( , ) ( )
n

M N N nP N n dx x y g y dy
 


          

( 1) ( )

2 0 0 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( )n n

n
n dx x y g y dy dx x y g y dy

   




 
     

  
      

( ) ( )

1 20 0 0 0 0 0

1 ( , ) ( ) ( 1) ( , ) ( ) ( , ) ( )m n

m n
dx x y g y dy m dx x y g y dy n dx x y g y dy

      

 
                

( )

1 0 0 0 0

1 ( , ) ( ) 1 ( , ) ( )m

m
dx x y g y dy dx h x y g y dy

   




         , ( )

1

( , ) ( , )n

n
h x y x y






  . 

Таким образом, среднее число обслуженных заявок за цикл регенерации 

 обс

0

( ) ( )N I H g x dx


  , (2) 

где 
0

( ) ( , ) ( )H x h x y y dy


    , I  — единичный оператор. 

В [20] доказано, что при условии  1 2 1P       
 
действие интегрального опера-

тора H   ограничено в пространстве 1,1( )L R функций, суммируемых с весом на правой полуоси. 

Представим выражение (2) в ином виде. Для этого проинтегрируем по переменной x  в 
пределах от 0  до   тождество 

 
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y x s h s y d s h x y


      (3) 

и учтем выражение (1), тогда 

 
0

( , ) ( ) ( )h x y F x dx F y


  . (4) 
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С помощью тождества (4) формула (2) для вычисления среднего числа обслуженных 
заявок преобразуется к виду 

 обс

0 0

( )( ) ( ) ( )( ) ( )N F x I H g x dx F x I H g x dx
 

      
0

1 ( ) ( )fA I H g x dx


  , (5) 

где  

0

( ) ( ) ( )fA x f x y y dy


    . 

Среднее число заявок, поступающих в систему за цикл регенерации. Обозначим че-
рез N  число заявок, поступающих в систему за цикл регенерации. Введем в рассмотрение 
последовательность СВ  , 1n n  , которые определяются следующим образом: 1  — остав-

шееся время обслуживания первой заявки в цикле регенерации в момент размещения в оче-
реди следующей заявки (при условии, что она поступила во время обслуживания). Плотность 
распределения вероятностей СВ 1 : 

1

1
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x g y f x y dy g y F y dy
    

      
      
   

1

0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) .g y f x y dy dx x y g y dy
     

     
      
    

Заметим, что 1  в [18] обозначается как    .Графические иллюстрации реализации 

СВ 1  и 2  представлены на рис. 3. 

 
Рис. 3 

Аналогично, n  — время, оставшееся до окончания обслуживания п-й заявки в цикле 

регенерации, в момент постановки в очередь заявки, которая поступила во время обслужива-
ния п-й заявки. Плотность распределения вероятностей n : 

 

1

( 1) ( )

0 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) , 2n n
n x f x t dt t y g y dy dx x y g y dy n

   


   
        

      
    . (6) 

Математическое ожидание числа N  заявок, поступающих в систему за период регене-
рации, найдем по формуле полного математического ожидания. Учтем, что численное значе-

ние интеграла 
0

( ) ( )gH x x dx


  равно среднему числу событий (первое событие не учитывает-

ся) в рекуррентном потоке, порожденном СВ  , за случайное время, которое является реали-
зацией случайной величины с плотностью ( )x . 

t 

t 

2



1

  

1  2  



1 

2 
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Имеем 

обс обс обс
1

( ) ( ) ( / ) ( 1)
n

M N N P N n M N N n P N



        

1

обс обс
2 1 10

( ) ( ) ( ) ( )
n

g m
n m n

P N n n H x x dx nP N n
  

  

 
       

  
  

 

1

обсобс обс
2 1 1 10 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

g m g m
n m m n m

P N n H x x dx N H x x dx P N n
    

    
             

( )
обс

1 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( )m
g m

m
N H x x dx dx x y g y dy

  


       . 

В последнем преобразовании использовано 

( )
обс

1 0 0

( ) ( , ) ( )m

n m
P N n dx x y g y dy

 

 
     . 

Выражение (6) для плотности распределения ( )m x  приводит к равенству 

обс

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )g gN N H x dx f x t g t dt H x dx f x t dt h t y g y dy
    

          

или 

 обс

0

( ) ( )fgN N H A I H g x dx


   , (7) 

где 

( ) ( ) ( )g g
x

H x h y x y dy


    . 

Учитывая формулу (5) для среднего числа обслуженных заявок, окончательно получаем 

 
0

1 ( ) ( ) ( )fgN I H A I H g x dx


    . (8) 

Заметим, что из (7) вытекает формула для нахождения среднего числа пN  потерянных 
заявок за цикл регенерации по причине отсутствия места в очереди: 

 п обс

0

( ) ( )fgN N N H A I H g x dx


    . (9) 

Среднее суммарное время пребывания в системе двух заявок за цикл регенерации. 
Обозначим через 2T  суммарное время пребывания в системе двух заявок (одна обслуживает-

ся, вторая — в очереди) за цикл регенерации. Очевидно, что 2T является смесью сумм слу-

чайных величин m , плотности распределения которых определяются формулой (6), т.е. 
1

2 обс
2 1

( )
n

m
n m

T P N n
 

 
    . 
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На рис. 4 схематически проиллюстрировано суммарное время пребывания в системе 
двух заявок за цикл регенерации для случая обс 3N  . 

 
Рис. 4 

По формуле полного математического ожидания имеем 
1

22 обс обс
2 1 1 1

( ) ( ) ( )
n

m m
n m m n m

M T T P N n M M P N n
   

    
          

 

( )

1 0 0

( , ) ( )m
m

m
M dx x y g y dy

 


     . 

Учитывая, что 

0
1

0 0

( ) ( )

( )

( , ) ( )

g y F x y dy
x

dx x y g y dy



 



 





 
, 

( 1)

0 0

( )

0 0

( ) ( , ) ( )

( ) , 2

( , ) ( )

m

m
m

F x t dt t y g y dy
x m

dx x y g y dy

 


 

 

  



 

 
, 

где ( ) ( ) , 1m m
x

x t dt m


    , найдем математические ожидания mM : 

0
1

0 0

( ) ( )

( , ) ( )

x

g x dx F t dt
M

dx x y g y dy

 

  



 

 
, 

( 1)

0 0

( )

0 0

( ) ( , ) ( )

, 2

( , ) ( )

m

x
m

m

dx F t dt x y g y dy
M m

dx x y g y dy

  


 



  



  

 
. 

Следовательно, 

( 1)
2

20 0 0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )m

mx x

T g x dx F t dt dx F t dt x y g y dy
    




         

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
x x

g x dx F t dt dx F t dt h x y g y dy
    

      . 

Окончательно получаем выражение для определения среднего суммарного времени 
пребывания двух заявок в системе за цикл регенерации 

 2

0

( ) ( ) ( )
x

T I H g x dx F t dt
 

   .  (10) 

Среднее суммарное время пребывания одной заявки в системе за цикл регенера-
ции. Пусть 1T  — суммарное время пребывания одной заявки в системе (заявка обслуживает-

ся, место в очереди свободно) за цикл регенерации. Рассмотрим последовательность СВ 

t 

t 

2



1  

   

1  2  

 

3  

 

1 

2 
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{ , 1}m m  . СВ m  равна величине первого перескока суммы СВ 1 2 m     последо-

вательностью СВ n  из рекуррентного входящего потока заявок при условии, что при обслу-

живании т-й заявки в цикле регенерации место в очереди занято. Графические иллюстрации 
реализации случайных величин 1  и 2  представлены на рис. 5. 

 
Рис. 5 

Плотность распределения вероятностей ( )m x  СВ m  определяется формулой 
1

( ) ( )

0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )m m
m x x y g y dy dx x y g y dy

     
      

      
   . 

Если обс 1N  , то 1 1 1 1,T      . В случае обс 2N   имеем 1 1 2T    , 

1 1 2 1,      . Если обс , 3N n n  , то 
2

1 1
1

n

m n
m

T



     , 1 1 1, n n      . Суммарное 

время пребывания одной заявки в системе за цикл регенерации для случая обс 3N   проиллю-

стрировано на рис. 6. 

 
Рис. 6 

Среднее значение 1T  найдем по формуле полного математического ожидания: 

 11 обс обс 1( ) ( 1) ( / ) ( 2) ( / ) ( / )M T T P N M P N M M                    

2

обс 1
3 1

( ) ( / ) ( / ) ( / )
n

m m n
n m

P N n M M M
 


 

 
                 

  
   

обс обс
2

( 1) ( / ) ( / ) ( )
n

P N M M P N n



              

2

обс 1 обс
2 3 1

( ) ( / ) ( ) ( / )
n

n m m
n n m

P N n M P N n M
  


  

              . 

Далее учтем соотношения 

обс
0

( 1) ( ) ( )P N g y F y dy


   , 

1

0 0

( / ) ( ) ( ) ( ) ( )M xf x G x dx g x F x dx
    

        
      
  ; 

2  1  3  

t 

t 

3  1  2  4  

1 

2 
5  

1  

t 

t 

2  1  

1  2  4  

3  

5  

1  2  

1 

2 

3  
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0

0

( ) ( )

( / )

1 ( ) ( )

xg x F x dx
M

g x F x dx



    






, обс обс

2 0

( ) 1 ( 1) 1 ( ) ( )
n

P N n P N g x F x dx



       ; 

1
0

обс 1 обс

1
0

( ) ( )

( ) ( / ) ( )

( ) ( )

n
x

n

n
x

xf x dx t dt
P N n M P N n

f x dx t dt

 



  





       



 

 
 

( 1)

( 1)0 0
обс

( 1) 0 0

0 0

( ) ( , ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( )

n

nx

n x

xf x dx dt t y g y dy
P N n xf x dx dt t y g y dy

F t dt t y g y dy

  


  


 




   



  
  

 
; 

2

обс обс
3 1 1 2

( ) ( / ) ( / ) ( )
n

m m m m
n m m n m

P N n M M P N n
   

    
                

( 1)

1 0 0

( / ) ( , ) ( )m
m m

m
M dt t y g y dy

 



          

( ) ( )0

1 10 0 0 0

0

( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( )

m
m m

m m
m

xF x x dx
F t dt t y g y dy xF x dx x y g y dy

F x x dx



    


 



   




    


. 

Следовательно, 

( 1)
1

20 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )n

n x

T xf x G x dx xg x F x dx xf x dx dt t y g y dy
    




          

( )

1 0 0 0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )m

m x

xF x dx x y g y dy F x G x dx xf x dx dt h t y g y dy
     




            

0 0 0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
x

xF x dx h x y g y dy F x G x dx F x dx dt h t y g y dy
     

           

0 0 0 0 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x

g x dx F t dt dx h x y g y dy F t dt I H g x dx F t dt
   

           . 

Таким образом, 

 1

0 0

( ) ( ) ( )
x

T I H g x dx F t dt


   . (11) 

Теперь можем определить среднее время занятости прибора за цикл регенерации 

 1 2 обс

0

( ) ( )T T M I H g x dx M N


      . (12) 
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Среднее время пребывания системы в свободном состоянии за цикл регенерации. 
Пусть 0T  — время пребывания системы в свободном состоянии за цикл регенерации. Геомет-

рическая иллюстрация этого времени представлена на рис. 7. Плотность распределения веро-
ятностей этой СВ  

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )l x f s g s x ds g y dy h s x y f s ds
  

      , 

или в операторной форме ( ) ( ) ( )fl x A I H g x  , где ( ) ( ) ( )f
x

A x f y x y dy


    . 

 
Рис. 7 

Найдем выражение для функции ( ) 1 ( )L x L x  , где ( )L x  — функция распределения СВ 0T : 

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )f
x s x

L x A I H g t dt f s G s x ds g y dy f s ds h z y dz
    

 


           

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )
x

f s G s x ds g y dy h z y F z x dz f s G s x ds
   

           

0 0

( ) ( , ) ( )g y dy h x t y F t dt
 

   . 

Теперь вычислим математическое ожидание СВ 0T : 

00
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
x

t

M T T g x dx F t dt F t dt ds h s y g y dy
   

         

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
x x

g x dx F t dt dx h x y g y dy F t dt
  

      . 

Таким образом, 

 0

0 0

( ) ( ) ( )
x

T I H g x dx F t dt


   . (13) 

Среднее время пребывания системы в свободном состоянии можно выразить через 
среднее число поступивших и обслуженных заявок за цикл регенерации: 

 

0

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x

T I H g x dx F t dt I H g x xdx I H g x dx F t dt
  

            
 

 1 1

0 0 0

( ( )) ( ) ( , )M H g x xdx T M g y dy xh x y dx T
  

         . (14) 

t 

t 

2  



1  

    

0T  



3  



1 

2 
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Далее преобразуем интеграл 
0

( , )xh x y dx


 . Для этого умножим обе части тождества (3) 

на x  и почленно проинтегрируем его по этой переменной в пределах от 0  до  . Принимая 
во внимание, что (1 ( ))t gM M H t t      [22], имеем 

0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )g
y

x x y d x M F y M H t f t y d t F t d t
  

         , 

0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )g
y

x h x y d x M F y M H t f t y d t F t d t
  

           

0 0 0 0

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )g
s

M F s h s y d s h s y d s H t f t s d t h s y d s F t d t
    

  

 
     

  
     . 

Тогда 

0 0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fg
x

g y dy xh x y dx M I H A I H g x dx I H g x dx F t dt
    

              

21M N T      . 

Возвращаясь к (14), получаем 
 0 1 2 обсT M N T T M N M N        .  (15) 

Средняя длительность цикла регенерации. Определив средние суммарные времена 
пребывания системы в возможных физических состояниях системы за цикл регенерации, 

найдем среднюю длительность цикла T :  

2 1 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

x

T T T T I H g x dx F t dt I H g x dx F t dt
  

             

обс обс

0

( ) ( )M N M N M I H g x dx M N M N M N


             . 

Таким образом, средняя длительность цикла регенерации равна произведению средней 
длительности интервала между поступлениями заявок в систему на среднее число поступаю-
щих заявок за цикл:  
 T M N  .  (16) 

Финальные вероятности состояний системы. В [20] получены следующие формулы 
для вычисления финальных вероятностей ip  пребывания системы в физических состояниях 

0,1,2i   и финальной вероятности 1 2p p  того, что прибор занят обслуживанием: 

0 0
0

0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x

x

I H g x dx F t dt
p

M I H g x dx I H g x dx F t dt





 

 





   

 

  
; 

0 0
1

0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x

x

I H g x dx F t dt
p

M I H g x dx I H g x dx F t dt





 

 





   

 

  
; 



384 А. И. Песчанский 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2023. Т. 66, № 5                                                      JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2023. Vol. 66, N 5 

0
2

0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x
x

I H g x dx F t dt
p

M I H g x dx I H g x dx F t dt

 



 

 





   

 

  
,

0
1 2

0 0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

M I H g x dx
p p

M I H g x dx I H g x dx F t dt





 

 

 

 

   



  
. 

В терминах регенерирующего процесса эти утверждения имеют следующую формули-
ровку: финальные вероятности физических состояний системы равны отношению средних 
суммарных времен пребывания системы в соответствующих физических состояниях за цикл 
регенерации к средней его продолжительности:  

 0
0

Tp
T

 , 1
1

Tp
T

 , 2
2

Tp
T

 , обс
1 2

M Np p
T


  . (17) 

Средние стационарные времена пребывания системы в подмножествах состояний. 
Обозначим через ( )iT E  средние стационарные времена пребывания системы в физических 

состояниях 0,1,2i  . В [20] установлены следующие формулы: 

0
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
x

T E I H g x dx F t dt


   ; 

1

1
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

T E I H g x dx F t dt I H g x dx
 

 

   
     
      
   ; 

1

2
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

T E I H g x dx F t dt H g x dx
  

 

   
    
      
   ,  

1 2
0

( ) ( ) ( )T E E M I H g x dx


    . 

Полученные выражения для стационарных времен пребывания системы в состояниях 
имеют следующую интерпретацию в терминах характеристик регенерирующего процесса: 

0 обс0( )T E T M N M N     , 1
1

обс
( )

TT E
N

 , 

  (18) 

2
2

обс
( )

1

TT E
N




, обс1 2( )T E E M N   . 

Зная финальные вероятности и средние стационарные времена пребывания системы в 
состояниях 1 и 2 , можно найти в установившемся режиме относительную пропускную спо-

собность системы 21 p , среднее время ot  пребывания заявки в очереди и среднее время st  

пребывания заявки в системе: 

 
1

221 1p T T


      ; 
1

2 обс1 1ot p T N


    ; 
1

2 обс0 1 1( ) 1st p p M p T N


       . (19) 
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Частные случаи СМО. Выпишем стационарные характеристики частных случаев СМО 
/ /1/1GI G , которые являются следствиями полученных формул. 

Система / /1 /1M M . Интенсивность входящего пуассоновского потока заявок равна b , 
а время обслуживания заявок имеет показательное распределение с параметром a . Тогда 

( , ) bx ayx y be   , 1( , ) ( ) bx ayh x y b a a b e  
   . Преобразования интегральных выражений в 

формулах (2) и (8)—(19) приводят к известным соотношениям: 
3 1

0 (1 )(1 )p    , 1 0p p  , 2
2 0p p  ; 

обс 1N   , 2
пN   , 21N   ; 

1
0T b , 1

1T b  , 1 2
2T b  , 1 2(1 )T b  ; 

1
0( )T E b , 1

1( ) ( )T E a b   , 1
2( )T E a , 1

1 2( ) (1 )T E E a   ; 
2

3

1

1
ot

b
 




; 
2

3

2 1

1
st

b
  




, 
b
a

  . 

Система / /1 /1M G . Пусть интенсивность простейшего входящего равна b , т.е. 

( ) bxg x be , тогда 1( , ) ( ), ( , ) (1 ) ( )bx bxx y be F y h x y b d F y e  
    , где { }d P      

0

( ) 1b xb F x e dx


  . Преобразования выражений в (2) и (8)—(15) приводят к следующим рас-

четным формулам: 
1

0T b ,   1
1 (1 )T d b d   ,    1

2 (1 )T bM d b d     , 1 1(1 )T b d M     ; 
11 (1 )N b d M    ,  1

обс (1 )N d   ,  1
п ( )(1 )N bM d d     . 

Выражения (17)—(19)для определения стационарных характеристик системы прини-
мают вид 

0
1

1

dp
d bM



  

, 1 1

dp
d bM


  

, 2 1

bM dp
d bM



  

, 1 2 1

bMp p
d bM


 

  
; 

1
0( )T E b , 1

1( )T E b d , 1 1
2( )T E d M b    , 1

1 2( ) (1 )T E E d M    ; 

   1
(1 )ot bM d b d bM       ,    1

2 (1 )st bM d b d bM       . 

Система / /1 /1GI M . Пусть время обслуживания заявок распределено экспоненциально 

с параметром a , т.е. ( ) axf x ae . Тогда ( , ) ( ) ( )x y P x Q y   , где 

 ( ) ( )a x a s

x

P x e g s e ds


  , ( )
1 ( )

a ya eQ y
g a




 
. 

Здесь символом ( )g a  обозначено преобразование Лапласа плотности ( )g x : 

0

( ) ( ) a xg a g x e d x


  . Ядро интегрального оператора H   определяется как 

1
( , ) ( ) ( )

1
h x y P x Q y

q 


,
0

( )
( ) ( )

1 ( )

ag aq Q P d
g a

 
    





. 

Преобразования выражений в (2) и (8)—(19) приводят к следующим утверждениям: 

1 ( )
1

1 1 ( )

g aN
q g a

 
 




, обс

( )
1

1

g aN
q

 



, 
 2

п
( )1

1 1 ( )

g a
N

q g a


 




; 
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0
1 ( ) 1 ( )

1 1
1 1 ( ) 1

g a g aT M
q g a a q

   
            

 


, 1

1T
a

 , 2
1 ( )

1 ( )

g aT
a g a






, 

( )

1 1 ( )

M g aT M
q g a


 
 




; 

  
 0

1 ( ) 1 ( )
1

1 ( )

q g a g a
p

a M q q g a
  

 
  

 


, 

  
 1

1 1 ( )

1 ( )

q g a
p

a M q q g a
 


  




, 

 
 2

( ) 1 ( )

1 ( )

g a g a
p

a M q q g a



  

 


; 

     0
1 ( ) 1 ( )

( )
1 1 ( ) 1

q q g a q g aT E M
q g a a q
   

  
  

 


, 2

1
( )T E

a
 , 

 1
1

( )
1 ( )

qT E
a q g a




  
; 

  
 2

1 1 ( )

1 ( )
o

q g a
t

a M q q g a
 


  




, 

  
 2

1 ( ) 1 ( )1

1 ( )
s

q g a g a
t

a a M q q g a
  

 
  

 


. 

Численный пример. В таблице приведены численные результаты расчета характери-
стик однолинейной системы обслуживания с одним местом для ожидания для различных за-
конов входных параметров системы при условии, что средние времена между заявками во 
входящем потоке и средние времена обслуживания одинаковые для всех законов и равны 

0,067M   ч, 0,200M   ч соответственно. Символом 2E  обозначен закон Эрланга второго 

порядка. 
Предельная  

характеристика 
Код системы 

2 2/ /1/1E E  2 / /1 /1E M  2/ /1 /1M E  / /1/1M M  

обсN  6,724 4,519 6,250 4,000 

пN  13,924 9,744 13,500 9,000 

N  20,648 14,263 19,750 13,000 

T , ч 1,377 0,951 1,317 0,867 

1T , ч 0,323 0,200 0,350 0,200 

2T , ч 1,022 0,704 0,900 0,600 

0T , ч 0,032 0,047 0,067 0,067 

0p  0,023 0,050 0,051 0,077 

1p  0,235 0,210 0,266 0,231 

2p  0,742 0,740 0,684 0,692 

1 2p p  0,977 0,950 0,949 0,923 

21 p  0,258 0,260 0,316 0,308 

0( )T E , ч 0,032 0,047 0,067 0,067 

1( )T E , ч 0,048 0,044 0,056 0,050 

2( )T E , ч 0,178 0,200 0,171 0,200 

ot , ч 0,042 0,042 0,046 0,046 

st , ч 0,093 0,094 0,109 0,108 

Заключение. Полумарковский процесс, описывающий функционирование системы об-
служивания / /1 /1GI G , рассмотрен как регенерирующий, точками регенерации которого яв-
ляются моменты попадания заявок в свободную систему. Установлены формулы для вычис-
ления среднего числа поступающих, обслуженных и потерянных заявок, а также средние 
суммарные времена пребывания в системе одной и двух заявок за цикл регенерации. Финаль-
ные вероятности физических состояний системы и средние стационарные времена пребыва-
ния в этих состояниях, в очереди и в системе выражены в терминах характеристик регенери-
рующего процесса. Как следствие полученных утверждений, выведены формулы для вычис-
ления стационарных характеристик однолинейной системы обслуживания с одним местом 
для ожидания в случае частных законов распределения входных параметров системы. 
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Аннотация. Рассматриваются особенности решения задач, связанных с оптимизацией процессов переда-
чи информации в киберфизических системах на производственных предприятиях. Представлен многоэтапный 
процесс принятия оптимального решения по формированию киберфизической системы, использование которой 
позволяет преодолеть трудности, связанные с большими размерностями анализируемой задачи. Продемонстри-
ровано, какие условия накладываются на управляемые параметры. Представлена совокупность ограничений в 
системе. Приведена структурная схема процесса принятия оптимального решения, сводящегося к определенной 
процедуре. Показан принцип построения обобщенного критерия эффективности. Приведена совокупность экс-
тремальных задач, используемых в ходе анализа киберфизической системы. Показано, как реализуется принцип 
оптимальности на основе системы функциональных уравнений, представленных в виде рекуррентных соотно-
шений. Рассмотрены особенности распределения затрат по ресурсам в киберфизической системе и приведен 
пример рационального использования модульных мощностей в общей структуре системы. Представлены ре-
зультаты математического моделирования, демонстрирующие возможность повышения эффективности процес-
са передачи данных.  
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Введение. В настоящее время в производственной сфере наблюдается активное внедре-

ние и развитие элементов киберфизических систем. В таких системах происходит процесс 
циркуляции больших объемов данных, имеющих разные приоритеты. Этим обусловливается 
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необходимость решения задач по оптимизации ресурсов, используемых при формировании 
киберфизических систем на основе модульных структур [1, 2].  

При проектировании киберфизических систем многие разработчики опираются на инте-
грационные подходы. Например, парадигма проектирования Девопс базируется на требова-
нии об уменьшении разрыва между разработкой системы и ее непрерывной модернизацией в 
жизненном цикле. На практике от водопадных моделей процессов разработчики систем пере-
ходят к циклическим и спиральным моделям. Другой возможный подход, позволяющий ми-
нимизировать разрыв между этапами жизненного цикла киберфизической системы, — ис-
пользование методологии ITIL (Information Technology Infrastructure Library — библиотека 
инфраструктуры информационных технологий) [3]. Сейчас также наблюдается развитие под-
ходов, которые базируются на использовании свойств вариабельности (agility) киберфизиче-
ских систем [4], при этом необходимо обеспечивать целостность данных в протоколах управ-
ления системами. Представляет интерес разработка модели, позволяющей учесть многошаго-
вость процесса внутри киберфизических систем в рамках методов динамического програм-
мирования.  

Цель настоящей статьи — разработка комбинированного алгоритма, позволяющего 
принимать оптимальные решения по формированию киберфизических систем на производст-
венных предприятиях. 

Многошаговый процесс принятия оптимального решения при формировании ки-
берфизической системы [5]. Используется подход, который базируется на задаче нелиней-
ного программирования, если рассматривать математическую модель, позволяющую прини-
мать оптимальное решение в общем виде  
 min ( )

x D
Q x


,  (1) 

где 1 2( , ,..., )nx x x x  — вектор управляемых переменных, описывающий модули, которые 

формируют киберфизическую систему; D — область допустимых решений. 
Размерность в оптимизационной задаче (1) в ходе реализации численного решения бу-

дет оказывать значительное влияние на характеристики эффективности. По оптимизируемым 
переменным x, когда принимается оптимальное решение, выбор численных значений, соот-
ветствующих всем n компонентам, осуществляется одновременно. Это может привести к то-
му, что поиск оптимального решения x* при большой размерности в задаче (1) будет затруд-
нен. Для преодоления указанной трудности предлагается процесс принятия решения рассмат-
ривать как N-шаговый. Тогда принятие оптимального решения будет реализовано многоша-
говым образом (ПОРМ). Осуществляется разбиение процесса на N частей, 

1( , ) , 1,k j jmq x x D k N   , не связанных между собой и выделяемых в векторе оптимизируе-

мых переменных 1( ,..., ).nx x x  В результате формируется вектор управляемых параметров. 

Для выбора каждой из этих частей используется соответствующий шаг ПОРМ. При этом 
важно выполнение двух условий, которые связаны с управляемыми параметрами: 

1) формируется исходный вектор x на основе всех векторов , 1, ,kq k N  соединяющих 

соответствующие компоненты jx : 

 1
1

( ,..., );
N

k n
k

q x x


  

2) любая составляющая ,jx  относящаяся к исходному вектору x, может быть связана 

лишь с одним из векторов kq : 

, , 1, , .k iq q k i N k i     
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Анализ показывает, что реализация ПОРМ рассматривается как оптимизационный под-

ход для задачи (1). При этом используются векторы , 1, ,kq k N а не один вектор, которые 

характеризуются меньшей размерностью, если проводить сравнение с первичным вектором 
переменных x. 

Введем в ПОРМ обозначение индекса „1“, который связан с N-м шагом; он показывает 
конечное состояние. Нумерацию осуществим справа налево по шагам. Будем использовать 
обратную систему индексов для того, чтобы показать развертывание во времени многошаго-
вого процесса принятия решения. В ходе моделирования при первом шаге происходит выбор 
вектора управляемых параметров 1q . Далее выполняется шаг 1N  , который связан с векто-

ром 1Nq  . Процедура повторяется до шага „1“, являющегося последним и соответствующего 

вектору N . Это иллюстрируется рис. 1.  
 N 

Шаг 1 Шаг 2 Шаг N 

N–1 k 1 

qN qN–1 qk q1  
Рис. 1 

В представленной схеме можно выделить k-й шаг относительно конца ПОРМ. 
Используем векторы состояний 1kp   и kp для рассмотрения вектора kq , который бу-

дет соответствовать управляемым параметрам, а также осуществлять их выбор относительно 
k-го шага. В ходе рассмотрения полагаем, что по каждому из шагов число переменных со-
стояния одинаково и равно m. В этом случае можно выделить вектор переменных, который 
соответствует вектору начального состояния до того, как будет принято решение, соответст-
вующее k-му шагу: 

1 1,1 1,2 1,( , ,..., ).k k k k mp p p p     

После принятия решения приходим к вектору конечного состояния: 

1 2( , ,..., ).k k k kmp p p p  

Вектор состояния до того, как будет реализован k-й шаг, соответствует 1kp  . В этом 

случае следующий вектор переменных соответствует начальному состоянию 

1 1,1 1,2 1,( , ,..., ),N N N N mp p p p     

в свою очередь, такой вектор переменных связан с конечным состоянием 

1 1,1 1,2 1,( , ,..., ).mp p p p  

Предположим, что задано правило, позволяющее осуществлять процесс преобразования 
от начального состояния 1kp  к конечному kp  при заданном векторе управляемых парамет-

ров kq  на k-м шаге: 

1( , ).k k k kp F p q  

Основываясь на ограничениях вида равенств или неравенств, связь между 

, 1, 1kp k N  , и , 1, ,kq k N  можно в общем виде представить следующим образом: 

 
1 1 1

1 1 1

( ,..., , ,..., ) 0, 1, ;

( ,..., , ,..., ) 0, 1, .

j N N

i N N

g p p q q j M

f p p q q i L




 

 
 (2) 

Система ограничений (2) образует множество qD . Считается, что в случае удовлетворе-

ния указанной системе вектор управляемых параметров kq  будет рассматриваться как допус-

тимый. Предположим, что анализируется множество векторов 1( ,..., )Nq q  и для каждого из 

них формируется допустимый вектор управляемых параметров: 
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, 1, .k qq D k N   

Тогда стратегия q рассматривается как допустимая. Конечное состояние 1kp  может 

быть зафиксировано. Для сравнения разных допустимых векторов по управляемым парамет-
рам kq  может быть использован показатель эффективности по k-му шагу 1( , )k k kR p q . Про-

цесс принятия оптимального решения сводится к некоторой процедуре (рис. 2). Начальное 
состояние соответствует k шагам с индексами ( , 1, ..., 2, 1).k k   В этом случае говорят о  
k-шаговом конфинальном подпроцессе, который будет соответствовать любому из векторов 
переменных состояний 1kp  . Такой процесс показывает, каким образом вектор управляемых 

параметров kq  будет оказывать влияние на дальнейшие состояния 1 1( , ,..., )k kp p p . При этом 

важен выбор текущего состояния 1kp  , тогда как предыдущие состояния 1 2, ,...,N N kp p p   не 

будут оказывать влияние. 

 
Рис. 2 

При проведении моделирования необходимо использовать общую шкалу измерения или 
приводить к безразмерному виду показатели эффективности по любому из шагов 

1( , ), 1, .k k kR p q k N   Используя свойство аддитивности, можно за счет суммирования показа-

телей прийти к обобщенному критерию эффективности 

1 1 1
1

( ,..., , ) ( , ),
N

N k k N k
k

R q q p R p q 


   

который соответствует многошаговому процессу в целом. В этом случае следует опираться на 
задачу оптимизации, когда рассматриваются процессы принятия решения: 

 
1

* *
1 1

( ,..., ) 1

( 1) ( ,... , ) min ( 1, ) .
N q

N

N N N N k k kq q D k
f p R q q p R p q

 

     
  
  (3) 

Если рассматривается многошаговый процесс ПОРМ, то функция ( 1)N Nf p   определяет, 

каким будет минимальное значение обобщенного критерия эффективности. Вектор перемен-
ных 1Np   будет оказывать влияние на характеристики начального состояния. В качестве 

оптимальной допустимой стратегии анализируется * *
1( ,... )Nq q , за счет которой и приходим к 

значениям * *
1 1( 1) ( ,..., , )N N N Nf p R q q p  . 

Использование принципа оптимальности при моделировании [6]. Для реализации 
общего подхода к моделированию киберфизической системы и для ее оптимизации можно 
использовать выражение (3). Пусть рассматривается целое число шагов k (0 ).k N   Пред-

положим, что начальным состоянием будет 1kp  . Используя неотрицательный параметр 

0(0 ),p p p   можно сформировать множество экстремальных задач: 

k-шаговый конфинальный 
процесс 

R1(р2, q1) RN(рN+1, qN) Rk(рk+1, qk)

рN+1  

рN  рk+1 рk  р2  р1  

qNDg qkDg q1Dg

N-шаговый ПОРМ 

N k l 



 Оптимизация процессов в киберфизических системах 393 

JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2023. Vol. 66, N 5                                                      ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2023. Т. 66, № 5 

 
1( ,..., ) 1

( ) min ( ) ,
k

k

k i ix x i
f p R x



    
  
  (4) 

при этом учитываем, что 

 
1

; 0, 1, .
k

i i
i

x p x i k


    (5) 

Задачи (4), (5) могут быть упрощены, если рассматриваются три соответствующих ва-
рианта.  

Вариант 1. Принимаем количество распределяемого ресурса равным нулю — 0p  : 

(0) 0 при 1, .kf k N   

Видно, что показатель эффективности по k-му шагу (0) 0kR   в случае отсутствия ре-

сурса.  
Вариант 2. Если 0,k   то приходим к окончанию процесса, связанного с принятием 

решений: 
 0 ( ) 0 при 0.f p p   (6) 

Предположим, что имеется некоторое положительное количество ресурсов. Из соотно-
шения (6) видно, что если решение принято, то на k-м шаге нельзя прийти к заключению, что 
показатель эффективности будет иметь положительное значение. 

Вариант 3. Принимаем, что есть один шаг, т.е. k=1, в процессах, связанных с приняти-
ем оптимальных решений:  
 1 1( ) min ( )if p R x  при 1 10, .x x p   (7) 

Анализ показывает, что минимальное значение показателя эффективности 1( )iR x  и ми-

нимальное значение функции 1( )f p  будут равны. 

Если требуется связать минимальное значение обобщенного показателя в (k–1)-шаговом 
конфинальном подпроцессе 1( )k kf p  и обобщенный показатель, соответствующий  

k-шаговому конфинальному подпроцессу 1( )k kf p  , то необходимо опираться на рекуррент-

ное соотношение [7] 

 
1

1 1
0

( ) min ( ) 1( )
k k

k k k k k k kх p
f p R x f p x


 

 
    , 1, ,k N  

которое можно рассматривать как систему функциональных уравнений.  
Для определения последовательности, сформированной на базе минимальных значений 

( ), 1, ,kf p k N  может быть использован вариант 3. Иными словами, для того чтобы идти от 

конца процесса (шага, имеющего индекс „1“, см. рис. 1) к началу (шагу, имеющему индекс 
„N“), используется соотношение (7). Важно, чтобы одномерные задачи оптимизации были 
решены последовательным образом: 
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Реализация метода динамического программирования осуществляется на основе множе-
ства представленных функциональных уравнений (8). Размерность задачи за счет использо-
вания такого метода будет понижена. Тогда каждый из шагов будет связан с одномерной за-
дачей оптимизации. При этом необходимо предусмотреть дополнительный объем памяти, 
поскольку в него будут заноситься значения ( )kf p , соответствующие диапазону  00,p P , в 

котором будут выбираться дискретные значения. Это связано с отсутствием информации о 
том, какое значение p  принимается в качестве наилучшего на k-м шаге. Когда рассматривает-

ся N-й шаг, ему соответствует значение p , являющееся наилучшим и равное 1 0 .Np p   

Здесь можно говорить о реализации принципа оптимальности в рамках сформирован-
ной системы функциональных уравнений (8). Поясним его основную идею.  

Чтобы осуществить распределение ресурса 1kp  , неважно, каким образом формируется 

выражение 1( ,..., ) ,N k qx x D 
 
т.е., можно опираться на стратегию * *

1( ,..., ),N kx x   которая будет 

оптимальной. Также возможно опираться на некоторую стратегию 1( ,..., ) ,kx x которая связана 

с оставшимися k шагами в конфинальном подпроцессе. Важно, чтобы по показателю эффек-
тивности ( ) ,k kR x  соотнесенному с k-м шагом, было обеспечено минимальное значение. Кро-

ме того, требуется, чтобы по 1( )k kf p  — обобщенному показателю в (k–1)-шаговом конфи-

нальном подпроцессе — было обеспечено минимальное значение. 

Если будет допущена ошибка по управляемому параметру * ,kx  то возможностей для ее 

исправления на дальнейших шагах, соответствующих индексам „k–1“, „k–2“, …., „1“, не бу-
дет, т.е. необходимо учитывать последствия совершенного неправильного выбора. 

Оптимизация состава киберфизической системы [8]. Пусть при фиксированном 
промежутке времени имеется информация относительно программы работы киберфизиче-
ской системы по выделенному технологическому участку. Данная программа может в течение 
времени существенным образом меняться (рис. 3).  

 
mN

mN–1

m0 

m1 

m2 

m3

  1          2          3                                  N–1        N         t 

mj 

 
Рис. 3 

Пусть для j-го периода времени относительно объемов данных, которые требуется пере-

давать, имеется плановое задание , 1, .jm j N  Также для этого периода времени реальное по 

объемам данных значение равно , 1, .j jq x j N   

Необходимо учитывать возникающие в этом случае затраты производственных ресур-
сов, в частности объем передаваемых данных, мощности оборудования, обслуживающий пер-
сонал. Исходим из того, что выполняется плановое задание jm : 

, 1, .j jx m j N 
 

Объем передаваемых данных 1 0Nx x   показывает те затраты, которые в ходе планиро-

вания будут переноситься с предыдущих периодов. Предположим, что возникает ситуация, в 
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которой отсутствуют затраты на используемую мощность киберфизической системы. Тогда 
плановые задания и оптимальный график, связанный с передачей данных, совпадают: 

* * , 1, .i ix m j N   

Возможна ситуация, когда в киберфизической системе соответствующий передаче дан-
ных график невыгодно применять, если анализировать все затраты: например, в случаях, ко-
гда в каждом периоде времени будут большие затраты, связанные как с ростом, так и с 
уменьшением производственных мощностей [9].  

Затраты, относящиеся к хранению данных, должны быть учтены при передаче данных, 
объем которых превышает плановое задание ( ).j jx m Отличие планового задания от факти-

ческого можно представить на основе функции затрат 

 
2

0, если ;
( )

( ) , если ,

j j
j j j

j j j j j

x m
g x m

b x m x m

  
 

 (9) 

учитывая, что 0, 1, ,jb j N 
 
— стоимость хранения единицы объема данных. 

Затраты, связанные с изменением мощности киберфизической системы, должны быть 
учтены вместе с затратами, которые относятся к хранению данных (9). Если при планирова-
нии осуществлять переход от ( 1)j  -го периода к j-му, то будет выполняться соотноше-

ние 1 .j jx x 
 
При введении новых мощностей необходимо оценить, какие потребуются за-

траты, связанные с дополнительными средствами. Для этого предлагается применять функ-
цию издержек сглаживания: 

1

1
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ностей киберфизической системы),












 

здесь 0, 1,ja j N  , — стоимость, связанная с вводом единицы новой производственной 

мощности. 
Общие затраты, которые связаны с процессом передачи данных, необходимо миними-

зировать. Для этого решение следует принимать по объемам передаваемых данных и данных, 

которые будут передаваться в соответствующие периоды планирования * , 1,jx j N . Матема-

тическую модель представим следующим образом [10—11]: 
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Можно рассматривать одномерные задачи оптимизации, если анализируется обозначен-
ная задача: 

  
1 2

2 2
1 2 1 2 1 1( ) min ( ) ( ) ,i jx m
f p a x p B x m


     (10) 

где 1x  — целое число; 

  2 2
1 1( 1) min ( ) ( ) ( ),

k k
k k k k k k k k k kx m

f p a x p B x m f p 


        2,k N . (11) 

Предположим, что плановое задание, связанное с передачей данных, отсутствует. Тогда 

выполняется условие 0, 1,jm j N  . Для решения системы функциональных уравнений (10), 

(11) необходимо опираться на следующие шаги [12, 13]. 
Шаг 1. Вводится параметр 

1 1 1 1 1/ ( ).w a b a b   

Шаг 2. Вычисляется множество параметров с использованием рекуррентного подхода: 

1 1 1 1( ) / ( ), 2, .k k k k k kw a b a w a b w k N       

Шаг 3. Вычисляются полные издержки в производственном процессе с точки зрения 
достижения ими минимального значения: 

2
0 1 0( ) ( ) .N N N Nf x f p w x   

Шаг 4. По N-му планируемому периоду определяются значения, связанные с фактиче-
ским изменением характеристик объектов в системе: 

* 1

1

.N N
N

N N N

a px
a b w






 
 

Шаг 5. Для каждого из планируемых периодов вычисляются значения, характеризую-
щие фактический объем передаваемых данных; используется рекуррентное выражение 

* 1

1

, 1, 2.k k
k

k k k

a xx k N
a b w




  

 
 

Шаг 6. Для шага 1 определяется объем передаваемых данных:  
*

* 1 2
1

1 1
.

a xx
a b




 

Таким образом, приходим к оптимальному плану передачи данных в киберфизической 

системе * *
1( ,..., )Nx x за счет решения последовательности одномерных задач оптимизации (10), 

(11). Компоненты оптимального плана незначительно отличаются от плановых заданий 

1( ,..., )Nm m . Кроме того, имеется небольшое отличие с точки зрения того, какими будут пол-

ные затраты, обусловленные организацией процесса передачи данных внутри киберфизиче-
ской системы [14]. 

Заключение. Рассмотрены особенности оптимизации киберфизической системы на 
производственных предприятиях. Можно отметить ключевые результаты работы: многоэтап-
ный процесс принятия оптимального решения при создании киберфизической системы, 
принцип оптимальности, задачи одномерной оптимизации, иллюстрация рационального 
применения ресурсов и модулей системы. Результаты математического моделирования по-
зволяют обеспечить повышение эффективности киберфизической системы. 
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СТРУКТУРИРОВАННЫЕ ПО УОЛШУ  
ДВУХУРОВНЕВЫЕ И МОДУЛЬНО ДВУХУРОВНЕВЫЕ  

КВАЗИОРТОГОНАЛЬНЫЕ МАТРИЦЫ  
ДЛЯ МАСКИРОВАНИЯ ИЗОБРАЖЕНИЙ  

А. М. СЕРГЕЕВ* 

Санкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения,  
Санкт-Петербург, Россия 

aleks.asklab@gmail.com 

Аннотация. Рассматривается отдельный класс квазиортогональных матриц, а именно двухуровневые 
матрицы Мерсенна, структурированные по Уолшу. Показано отличие систем ортогональных функций Адама-
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Введение. Матрицы являются основой ряда методов преобразования информации, та-

ких как помехоустойчивое кодирование, сжатие и обработка изображений, криптография и 
др. [1—6]. Принципиально матрицы могут быть любые, но важно, чтобы для квадратной мат-
рицы Аn порядка n, используемой для кодирования/сжатия/маскирования/шифрации, была 
вычислима точно обратная матрица Аn

–1 для декодирования/декомпресии/демаскирования/ 
дешифрации. Однако проблема состоит в том, что абсолютно точно вычислить Аn

–1 не пред-
ставляется возможным, особенно для матриц высоких порядков.  

Для перечисленных задач наиболее востребованы ортогональные и квазиортогональные 
матрицы.  

Матрица Аn является ортогональной [2], если выполняется условие  
 An

TAn = In, (1) 
где An

T— транспонированная матрица An, In — единичная матрица.  
Особенность ортогональных матриц заключается в том, что для них вычислять обрат-

ную матрицу нет необходимости, поскольку Аn
–1 = Аn

Т, а транспонирование сводится к заме-
не строк на столбцы исходной матрицы Аn. Транспонированная матрица, в отличие от обрат-
ной, представляется точно, что позволяет исключить внесение погрешностей в вычисления. 

Количество ортогональных матриц принципиально не ограничено ни по порядкам их су-
ществования, ни по количеству, но их вычисление с алгоритмической точки зрения затрудни-
тельно. Введение ограничений на параметры ортогональных матриц позволяет преодолеть 
трудности, но значительно сужает их класс и требует систематизации методов их вычислений. 

Известно, что матрицы наследуют структурные характеристики методов их вычислений 
на порядках существования. Однако структурные инварианты не всегда являются полезными 
для конкретных задач их применения. 

Цель настоящей статьи — показать преимущество модульно двухуровневых квазиорто-
гональных матриц Мерсенна — Уолша для использования в широком круге технических 
применений на примере маскирования изображений. 

Двухуровневые квазиортогональные матрицы. Наиболее известными ортогональ-
ными матрицами с ограничением на количество и возможные значения их элементов (уров-
ни) являются матрицы Адамара Hn [2, 7], состоящие из элементов двух значений: 1 и –1, для 
которых выполняется условие  
 Hn

THn = nIn. (2) 
Жесткое ограничение на элементы матрицы Адамара приводит к тому, что они сущест-

вуют не на всех порядках n, а только на n = 4t, где t — натуральное число. И, строго говоря, 
матрица Адамара является квазиортогональной, так как условия (1) и (2) отличаются коэф-
фициентом n перед In, что эквивалентно коэффициенту 1/n для элементов в самой матрице 
Адамара. 

Востребованность двухуровневых матриц Адамара в технических приложениях, связан-
ных с обработкой и преобразованием цифровой информации, объясняется именно целочис-
ленностью значений уровней, что позволяет эффективно выполнять операции умножения с 
ними [8] на любых процессорах. 

Как обобщение ортогональных матриц в [9] используются квазиортогональные матри-
цы Мерсенна Мn, имеющие также два значения элементов: 1 и –b. Эти матрицы существуют 
на нечетных соседних с матрицами Адамара порядках, принадлежащих последовательности 
4t – 1 [10], включающей последовательность чисел Мерсенна, и для них выполняется условие 
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 Мn
TМn = ω(n)In. (3) 

Коэффициент ω(n) в выражении (3) и значение элемента b матрицы Мn являются функ-
циями от t и в общем случае они иррациональны и вариативны при изменении порядка n. 
Теория матриц Мерсенна тесно связана с доказательством гипотезы Адамара [11]. 

Для приведенных матриц Мерсенна уровень b, если второй элемент имеет уровень 1, 

вычисляется как 1/2 при n=3, а в остальных случаях — как b = (q – 4q )/(q – 4), где q=n+1 

(порядки матриц Адамара). Значению уровня b присваивается знак минус для удовлетворения 
требований по дизайну строк таких матриц и их структуры в целом [10]. 

Вычисления с двухуровневыми матрицами Мерсенна также эффективно выполняются в 
процессорах цифровой обработки сигналов и других процессорах с аппаратной реализацией 
операций умножения. 

Для наглядного представления матриц и выявления особенностей их структур, как пра-
вило, используется аппарат портретов [12, 13], где элементы представлены полями разного 
цвета. Для двухуровневых матриц это поля черного цвета, соответствующие значению –1 или 
–b, и белого цвета, соответствующие значению 1. 

На рис. 1, а, б для примера приведены портреты соответственно матрицы Мерсенна по-
рядка 15, вычисленной модифицированным методом Пэли [14], и матрицы Адамара порядка 
16, вычисленной методом Сильвестра. 

 а) б) 

 
Рис. 1  

Приведенные матрицы, как и матрицы других порядков, полученные указанными метода-
ми, имеют явно выраженные структуры, что успешно используется при выполнении преобразо-
ваний с ними [6, 15]. Однако матрицы Адамара и Мерсенна могут быть без потери ортогональ-
ности структурно преобразованы перестановкой строк и столбцов к другим структурам. 

Двухуровневые квазиортогональные матрицы, структурированные по Уолшу.  
В предположении, что значения элементов двухуровневых матриц Адамара по строкам или 
столбцам отражают переключение уровня сигналов, как в упрощенном аналоге тригономет-
рической системы Радемахера [16], путем перестановки строк и столбцов матрицы могут 
быть структурированы по Уолшу [17]. Тогда столбцы (строки) в них, начиная с первого (низ-
кой частоты переключения), посредством перехода своих уровней отображают ортогональ-
ные функции Уолша [18]. На рис. 2 приведен портрет структурированной по Уолшу матрицы 
Адамара порядка 16, представленной на рис. 1, б.  

 
Рис. 2 

Матрицы Мерсенна аналогично могут быть структурированы по Уолшу [19], однако ор-
тогональные функции при этом принимают два несимметричных значения {1, –b}, где b<1. 
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О п р е д е л е н и е  1. Матрицу Мерсенна с упорядоченными по частоте смены знака эле-
ментами в столбцах будем называть матрицей Мерсенна, упорядоченной по Уолшу, или мат-
рицей Мерсенна — Уолша. 

О п р е д е л е н и е  2. Систему генерируемых ортогональных функций на основе матрицы 
Мерсенна — Уолша будем называть системой функций Мерсенна — Уолша. 

В качестве примера на рис. 3 приведены матрицы Мерсенна — Уолша начальных по-
рядков 7, 15 и 31. 

         
Рис. 3 

Система ортогональных функций Мерсенна —Уолша отличается от системы классиче-
ских функций Уолша. Особенности и причины, по которым этот базис может быть интерес-
ным [20], следующие. 

Во-первых, система функций Мерсенна — Уолша, как и классическая система Уолша, 
является двухуровневой, но отличается от нее меньшим по модулю значением –b. При этом 
она является достаточно близкой аппроксимацией системы Уолша на нечетных порядках. 

Во-вторых, система функций Мерсенна — Уолша отличается от классической меньшим 
на единицу числом порождающих ее элементов столбцов и, соответственно, для вычисления 
она проще классической.  

В-третьих, любой базис отличает предпочтительная область его применения. В составе 
системы функций Мерсенна — Уолша нет константы — функции нулевой частоты. Следова-
тельно, такая система предпочтительнее при построении полосовых фильтров при обработке 
сигналов и изображений [20]. Получить такую систему путем простого удаления каймы мат-
рицы Адамара — Уолша не получится — будет нарушена ортогональность столбцов. 

Модульно двухуровневые структурированные квазиортогональные матрицы. 
Двухуровневая реализация матриц Мерсенна была выбрана по образцу матриц Адамара из 
соображений эффективности выполнения преобразований с ними. 

Квадратичное матричное уравнение (3) изначально предполагает наличие четырех зна-
чений{a, –a, b,–b}, однако их два по модулю. Следовательно, матрица Мерсенна может быть 
представлена как четырехуровневая, оставаясь, однако, модульно двухуровневой. 

О п р е д е л е н и е  3. Портретом модульно двухуровневых матриц будем называть гра-
фическое изображение в виде совокупности полей двух оттенков: поля желтого оттенка соот-
ветствуют положительным значениям элементов a и b, а поля синего оттенка — их отрица-
тельным значениям. 

Требования по дизайну матриц Мерсенна, как и в [7], должны быть выполнены, и коли-
чество отрицательных элементов должно быть на один больше элементов положительных. 
Однако в отличие от двухуровневых матриц Мерсенна, структурированных по Уолшу, мо-
дульно двухуровневые матрицы построчно содержат элементы, соответствующие переключе-
ниям, начиная с высоких частот. Такие матрицы можно получить как результат умножения 
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двухуровневой матрицы Мерсенна — Уолша на матрицу порядка 31 с элементами 1 и –1, 
расположенными в шахматном порядке (рис. 4). 

 
Рис. 4 

На рис. 5 представлены модульно двухуровневые матрицы Мерсенна начальных поряд-
ков 7, 15 и 31, структурированные по Уолшу. 

     
Рис. 5 

Система функций, построенная с помощью модульно двухуровневой матрицы Мерсен-
на — Уолша, имеет вдвое больше уровней, чем система функций, построенная с помощью 
двухуровневой матрицы Мерсенна, структурированной по Уолшу. 

Впервые модульно двухуровневая матрица Мерсенна — Уолша порядка 7 была пред-
ставлена в [20]. В работе [21] впервые были показаны ее преимущества по сравнению с матри-
цей дискретного косинусного преобразования в алгоритме сжатия JPEG, а в работах [6, 22] — 
преимущества при обработке и маскировании изображений. Результатами дальнейших ис-
следований в этой области являются вычисленные аналогичные матрицы порядков 63, 255 и 
выше и преобразования с ними. 

Качество маскирования с использованием матриц, структурированных по Уолшу. 
В защитном маскировании, ориентированном на разрушение изображения на передающей сто-
роне канала связи и восстановлении на приемной, используются структурированные квазиорто-
гональные матрицы [6]. Само преобразование можно представить следующим образом [23]: 

— на передающей стороне осуществляется последовательно преобразование n×n фраг-
ментов изображения, равных маскирующей матрице, в виде 

 Yn
l = Mn

TXn
l Mn; (4) 
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— на приемной стороне — обратное преобразование n×n фрагментов в виде 

 Xn
l= (Mn

T)–1Yn
lMn

–1. (5) 

Здесь Мn — маскирующая матрица, Yn
l — передаваемый в канале маскированный по 

выражению (4) l-й фрагмент изображения. Таким образом, демаскированное изображение яв-
ляется итогом дефрагментации из всех l-х фрагментов принятого изображения вида Xn

l.  
Использование для маскирования ортогональных матриц Mn, для которых Mn

–1 = Mn
Т, 

упрощает обратное преобразование по (5) до вида Xn
l = MnYn

lMn
T. Преобразования по (4) и 

(5) вносят только инструментальную погрешность умножения целочисленных значений на 
вещественные коэффициенты матриц Мn и Mn

T, сводимую в современных вычислителях к 
нулю. Поэтому восстановленное на приемной стороне изображение соответствует исходному. 

При умножении изображения в градациях серого на матрицу Адамара, являющуюся ми-
нимаксной, наблюдается „сглаживающий“ эффект в отношении яркостей пикселов. При дву-
стороннем умножении эффект усиливается. 

Пример. Для сравнения свойств двухуровневых и модульно двухуровневых матриц при 
маскировании изображений используем тестовый пример — изображение Lena.jpg [24], пере-
веденное в 8-битный формат. 

На рис. 6 представлены 8-битное изображение „Лена“ с разрешением 511×511 и гисто-
грамма распределения яркостей его 261 121пиксела.  
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Рис. 6 

На рис. 7 приведены изображения „Лена“, маскированные с использованием модульно 
двухуровневой (а)  и двухуровневой (б) матриц Мерсенна — Уолша порядка 15 и матрицы 
Адамара — Уолша порядка 16 (в), а на рис. 8, а—в — соответствующие им гистограммы яр-
костей пикселов. 
    а)                                                          б)                                                            в) 

     
Рис. 7 
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Рис. 8 

Вычислительный эксперимент с использованием высокоуровневого языка программи-
рования Python показал, что этот результат качественно воспроизводим при маскировании 
более 700 черно-белых изображений из библиотеки фотографий, собранных в сети Интернет 
и приведенных к 8-битному представлению. Как видно из рис. 8, гистограммы значений яр-
костей пикселов при маскировании упорядочиваются. Для модульно двухуровневой матрицы 
Мерсенна — Уолша (рис. 8, а) в гистограмме пик распределения смещен влево. Хотя изобра-
жение разрушено лучше, однако контуры объекта на нем („Лена“) просматриваются и, оче-
видно, для ряда применений такой результат не является удовлетворительным. 

Эксперименты с маскирующими матрицами различных порядков показали, что качество 
разрушения изображения при их увеличении возрастает вне зависимости от количества уров-
ней в матрице Мерсенна — Уолша. В большей степени на качество разрушения изображения 
влияет именно порядок используемой матрицы. 

Так, на рис. 9 приведено изображение „Лена“, маскированное модульно двухуровневой 
матрицей Мерсенна — Уолша порядка 511, с еще более упорядочивающим гистограмму эф-
фектом и качественным сокрытием исходного изображения. 
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Как показывает практика, сегодня не существует метрик, способных дать объективную 
характеристику качества разрушения изображения при маскировании. Даже при больших 
значениях среднеквадратической ошибки (СКО) между матрицей исходного и маскированно-
го изображений не учитываются визуально различимые фрагменты, контуры объектов, изме-
нения контраста и другие детали, остающиеся на изображении после маскирования. Приме-
ром могут служить изображения, приведенные на рис. 7. Однако хорошо маскированное изо-
бражение обязательно имеет большое значение СКО. Так, для исходного изображения „Лена“ 
и маскированного модульно двухуровневой матрицей Мерсенна — Уолша порядка 511, при-
веденного на рис. 9, значение СКО равно 2,4×103. 

Заключение. Квазиортогональные матрицы Мерсенна, структурированные по Уолшу, 
имеют два вида: двухуровневые и модульно двухуровневые. Оба варианта матриц обладают 
важными для обработки и преобразования изображений свойствами упорядочения элементов 
в виде системы функций. 

По сравнению с двухуровневыми матрицами Мерсенна — Уолша модульно двухуров-
невые имеют для маскирования лучшие перспективы по качеству разрушения изображения 
при равных порядках. 

Наибольшее влияние на качество разрушения изображения при маскировании имеет 
порядок маскирующей матрицы Мерсенна — Уолша. 
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НАДЕЖНОСТЬ ДВУХОСЕВЫХ СКАНИРУЮЩИХ ГОЛОВОК,  
ПРИМЕНЯЕМЫХ В АДДИТИВНОМ ПРОИЗВОДСТВЕ  

Ю. И. ШАНИН*, И. С. ШАРАПОВ  
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Аннотация. Представлена двухосевая сканирующая система („сканатор“), предназначенная для исполь-
зования в аддитивном производстве и осуществления селективного лазерного плавления металлических порош-
ков. Сканатор состоит из трех самостоятельных узлов — коллиматора, сканирующей головки и F-theta-
объектива, соединенных между собой. Цель работы — расчетно-экспериментальное обоснование принимаемых 
основных технических решений с точки зрения обеспечения надежности сканатора на этапе разработки конст-
рукции и выпуска рабочей конструкторской документации. В соответствии со стандартами по надежности про-
веден анализ схемного решения и требований по надежности, рассмотрены причины возможных отказов и пре-
дельных состояний сканатора в процессе работы, представлены расчеты в обоснование работоспособности ска-
натора как в процессе эксплуатации, так и в условиях хранения и транспортирования. Приведены результаты 
тепловых расчетов коллиматора, сканирующей головки и F-theta-объектива. Описано влияние на оптические 
узлы конструкции низких (при хранении) и высоких (при эксплуатации) температур. Для сканирующих зеркал, 
установленных в сканирующей головке и подвергающихся воздействию больших угловых ускорений, выполне-
ны прочностные расчеты, в том числе методом конечных элементов с применением программного обеспечения 
ANSYS. По результатам работы обоснована надежность элементов и сканатора в целом. Предложена методика 
расчета надежности сканатора. Изложены меры, рекомендованные для внесения изменений в конструкцию с 
целью повышения ее надежности. Выработанные рекомендации были реализованы в процессе изготовления 
опытного образца сканатора.  

Ключевые слова: сканирующая головка, сканатор, сканирующее зеркало, гальвомотор, датчик угла по-
ворота, надежность, показатели надежности 
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Abstract. A dual-axis scanning system ("scanner") intended for use in additive production and selective laser 
melting of metal powders is presented. The scanner consists of three independent nodes - a collimator, a scanning head 
and an F-theta lens, connected to each other. The purpose of the work was a brief review and calculation and experi-
mental justification of the main technical solutions taken in terms of ensuring the reliability of the scanner at the stage of 
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design development and issuance of working design documentation. In accordance with GOSTs for reliability, analysis of 
the circuit design and reliability requirements is carried out, causes of possible failures of the scanner during operation 
and possible limit states in its operation are considered, calculations are presented to substantiate the health of the 
scanner both during operation and in storage and transportation conditions. Thermal calculations of the collimator, scan-
ning head, and F-theta lens are carried out. The influence of low (during storage) and high (during operation) tempera-
tures on optical components of the design is also considered. Strength calculations, including those based on the finite 
element method using the ANSYS software, are performed for scanning mirrors installed in the scanning head and sub-
jected to high angular accelerations. Results of the study testify the reliability of the elements and the scanner as a 
whole. A method for calculating the reliability of the scanner is proposed. Measures recommended for making changes 
to the design in order to increase its reliability are outlined. The developed recommendations are implemented in the 
process of a prototype scanner manufacturing. 

Keywords: scanning head, scanner, scanning mirror, galvo, rotation angle sensor, reliability, reliability indicators 
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Введение. В мире архитектура построения двухосевого сканатора хорошо отработана и 

апробирована на практике [1, 2] в течение более чем 25 лет. Многие зарубежные фирмы 
(Cambridge Technology Inc. [3], ScanLAB GmbH. [4], Raylase GmbH. [5], Sino-Galvo (Beijing) 
Technology Co., Ltd [6] и пр.) изготавливают линейки сканирующих головок для различных 
применений. Широкое использование они нашли, прежде всего, в маркировке, гравировке и 
других процессах поверхностной обработки. Специфические условия процесса селективного 
лазерного плавления обусловливают ряд дополнительных требований к элементам скани-
рующей головки [1, 2].  

Состав сканатора можно рассматривать как три самостоятельных узла: коллиматор, 
сканирующая головка и F-theta-объектив. Коллиматор, расположенный между QBH-разъемом 
волоконного лазера и сканирующей головкой, обеспечивает расширение потока входного ла-
зерного излучения и формирование на выходе параллельного пучка заданной апертуры.  
В корпусе сканирующей головки смонтированы два электрических двигателя (гальвомотора) 
с установленными на них сканирующими зеркалами. Гальвомоторы обеспечивают возмож-
ность кругового качания зеркал в двух взаимно перпендикулярных направлениях в пределах 
небольшого угла , тем самым изменяя направление оси пучка. Датчик угла поворота, уста-
навливаемый на одном из концов вала ротора гальвомотора, служит для выработки сигнала 
управления мотором и точного позиционирования сфокусированного пучка на рабочем поле. 
Также обычной практикой является установка в сканирующей головке плат сопряжения и 
управления гальвомоторами и лазером. Отметим, что электронные компоненты сканатора 
(блок питания и драйверы гальвомоторов, устройство сопряжения интерфейсов) в течение 
срока службы испытывают нагрузку в виде большого количества включений и выключений. 
Как правило, F-theta-объектив присоединяется к сканирующей головке с помощью резьбово-
го соединения и служит фокусировке отклоняемого лазерного пучка в нужной точке плоского 
квадратного рабочего поля. 

В современной литературе и разработках ведущих зарубежных фирм по сканирующим 
системам [1—6] вопросы надежности (reliability, dependability) сканаторов не обсуждаются, 
они подлежат разработке. Вместе с тем теория надежности технических систем [7] и электри-
ческих машин [8, 9] достаточно хорошо разработана. Задача построения расчетной модели 
надежности сканатора заключается в идентификации объекта, определении отказов, выборе 
методов расчета, адекватных особенностям узлов сканатора, уточнении возможности приме-
нения комплексных показателей надежности, получении и подтверждении исходных данных 
для расчета показателей надежности. 
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На основе анализа литературных данных [1, 2, 7—9] установлено, что наименее надеж-
ным в сканаторе является электромеханическое устройство — гальвомотор, так как он под-
вержен циклическим переменным электромеханическим нагрузкам. При определении этих 
нагрузок (в частности, амплитуды изменения возникающих механических напряжений в эле-
ментах и соединениях, количества циклов и пр.) использовались расчетные методы. 

В настоящей статье расчетно-экспериментальными методами исследована надежность 
узлов и сканатора в целом. Для оценки степени воздействия тепловых и динамических нагру-
зок на конструкцию сканатора проведены тепловые и прочностные расчеты, подтверждаю-
щие работоспособность системы как при воздействии лазерного излучения, так и при низких 
и высоких температурах эксплуатации и воздействии синусоидальной вибрации, ударных на-
грузок и больших угловых ускорений (для сканирующих зеркал).  

Данное решение является одной из пионерских разработок в Российской Федерации в 
указанной области применения и направлено на импортозамещение. 

Анализ схемного решения сканатора и требований по надежности. Двухосевая оп-
тическая сканирующая система (сканатор) входит в состав аддитивного оборудования и слу-
жит для 3D печати изделий из металлических порошков по технологии селективного лазер-
ного плавления.  

Принцип действия двухосевого сканатора и схема его использования представлены на 
рис. 1, а, б соответственно.  

 
Рис. 1 

Оптическое волокно иттербиевого лазера номинальной мощностью 700 Вт с длиной 
волны 1080±1 нм сопрягается с входом коллиматора через QBH-разъем, обеспечивающий со-
осность разъема и оптической оси коллиматора. Пучок лазерного излучения, выходящго из 
волокна, расширяется под углом 4,01 к оптической оси в переходнике и попадает в трехлинзо-
вый коллиматор, на выходе из которого расчетный диаметр параллельного пучка составляет  
15 мм. Линзы изготовлены из кварцевого стекла и имеют на оптических поверхностях про-
светляющее покрытие, обеспечивающее прохождение через каждую линзу 99,6 % мощности 
излучения. Линзы выставлены друг относительно друга с помощью дистанционных колец. 
Внешний корпус коллиматора может охлаждаться либо воздухом, либо водой. Выход колли-
матора через адаптер состыковывается с входным отверстием сканирующей головки. Сначала 
лазерный пучок попадает на сканирующее зеркало, изменяющее его направление по оси Х, и 
далее — на сканирующее зеркало, изменяющее его направление по оси Y. Установленные в 
оправки зеркала крепятся к вращающемуся валу электродвигателя постоянного тока — галь-
вомотору. Колебание вала обеспечивается подачей возбуждающего знакопеременного напря-
жения на электрическую обмотку неподвижного статора. На другом конце вала расположен оп-
тический датчик угла поворота. В нем в процессе движения вала вырабатывается пропорцио-
нальный углу поворота сигнал, который подается в регулятор (контроллер), обеспечивающий 
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работу системы автоматического регулирования с обратной связью. Фокусирующая система 
предназначена для фокусировки отклоненного сканирующими зеркалами лазерного пучка. В 
качестве фокусирующей системы используется четырехлинзовый F-theta-объектив. Задача 
зеркал — направить пучок в нужное место рабочего поля, задача объектива — получить в 
этом месте сфокусированное пятно определенного размера и формы. Система управления 
сканатором предназначена для управления с помощью контроллеров и устройства сопряже-
ния работой двух гальвомоторов и лазера в автоматическом режиме посредством управляю-
щей программы. 

На этапе разработки рабочей конструкторской документации оценки показателей на-
дежности сканатора должны быть проведены расчетными методами по ГОСТ 27.301-95. 

Требования к надежности. Ресурс оборудования должен составлять не менее 8700 ч, 
срок службы оборудования — не менее 5 лет. В предположении о 250 рабочих днях в году 
для выработки ресурса до отказа за время срока службы оборудование должно работать  
7 ч/сутки. Вероятность безотказной работы оборудования — не менее 0,9 в течение ресурса. 
Оборудование техническому обслуживанию и ремонту не подлежит. Восстановление работо-
способности оборудования после возникновения отказа осуществляется путем замены функ-
циональных блоков на предприятии-изготовителе. Назначенный срок хранения оборудования 
не менее 5 лет в упаковке предприятия-изготовителя в складских отапливаемых помещениях. 
По требованиям, оборудование должно быть стойким как к воздействию предельно низкой 
температуры –20 С, так и к воздействию предельно повышенной температуры +50С. Также 
необходимо оценить прочностную стойкость оборудования к действию: 

— синусоидальной вибрации с амплитудой ускорения 50 м/с2 (5g) в диапазоне частот от 
10 до 500 Гц в течение 30 ч суммарно по каждому из трех направлений; 

— многократных ударов при транспортировании в упаковке.  
На основе ГОСТ 27.003-90 была проведена классификация сканатора (вследствие фор-

мального характера результаты классификации здесь не приведены). 
Отказы и предельные состояния. Расчеты в обоснование работоспособности. В со-

ответствии с функциями, выполняемыми оптическими деталями сканатора, отказ оптической 
детали заключается в следующем:  

— отклонении значений радиусов ближайших сфер за пределы допусков на изготовле-
ние; 

— отклонении значений шероховатости оптических поверхностей от требований конст-
рукторской документации; 

— нарушении просветляющего покрытия линз и недопустимом уменьшении отражения 
от оптических поверхностей зеркал; 

— превышении пределов прочности и деформаций при лазерном нагружении и пони-
женных/повышенных температурах хранения и эксплуатации; 

— смещении оптических осей в процессе сборки коллиматора и объектива. 
В гальвомоторе возможны отказы в обмотке статора, во вращающихся деталях ротора 

(шарикоподшипники, узлы зеркала и датчика угла поворота) и отказы (или нарушение нор-
мального функционирования) датчиков, связанные с излишним разогревом конструкции. 

Типичными критериями достижения предельных состояний деталей сканатора могут 
быть: 

— отказ одной или нескольких составных частей; 
— механический износ ответственных деталей (узлов); 
— снижение наработки на отказ. 
Структурная схема надежности узлов сканатора является последовательной. Соответст-

венно, отказ любого из его элементов может привести к отказу сканатора. 
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На основе анализа видов, последствий и критичности отказов (согласно ГОСТ 27.310-95) 
главной угрозой для сканатора является потеря возможностей выполнять вообще или пра-
вильно рабочий процесс — быстро доставлять в заданную точку рабочего поля необходимую 
энергию с заданной точностью позиционирования сфокусированного пятна. Были выделены 
две группы отказов сканатора: 

1) отказы, которые могут приводить к частичной потере работоспособности из-за воз-
можных тепловых и динамических перегрузок в его узлах и элементах;  

2) отказы, приводящие к полной потере работоспособности из-за проблем с гальвомо-
торами. 

Последовательно рассмотрены возможные причины отказов и расчетно оценена степень 
их влияния на работоспособность сканатора. 

Тепловые расчеты. Тепловое состояние узлов сканатора может оказывать воздействие 
на его работоспособность. Источниками тепловыделений в сканаторе являются лазерное из-
лучение, проходящее через оптический тракт сканатора и частично поглощаемое в нем, и ра-
зогрев гальвомоторов, вызванный омическим нагревом статорных катушек при прохождении 
по электрическим проводам рабочего тока. Сильный перегрев оптических элементов относи-
тельно температуры окружающей среды может приводить к появлению термодеформаций и 
оптических аберраций, вызываемых изменениями температурного состояния как оптических 
элементов, так и элементов конструкции. Различие в коэффициентах линейного расширения 
оптических и конструкционных материалов сканатора может сказываться на изменении оп-
тических характеристик узлов и деталей при изменениях их температуры. Уровни тепловых 
нагрузок, возникающих при работе лазера и мотора, были оценены в различных узлах скана-
тора. Также рассмотрено теплонапряженное состояние оптических узлов коллиматора и  
F-theta-объектива при воздействии на них пониженных и повышенных температур, характер-
ных как для условий хранения сканатора, так и его работы. 

С учетом мощности передаваемой энергии детали конструкции коллиматора цилиндри-
ческой формы с внешним диаметром 40 мм и длиной 38 мм могут поглощать от 47,5 до 107,5 Вт 
мощности излучения, попадающего на оправы линз. Расчеты показывают, что охлаждения 
коллиматора естественной конвекцией окружающим воздухом недостаточно. Поперечное и 
продольное оребрение помогает развить теплообменную поверхность. Согласно проведен-
ным расчетам установлено, что в случае поглощенной в коллиматоре мощности, равной  
47,5 Вт, может быть использовано оребрение с поперечными ребрами (шаг tр=5 мм, толщина 
ребра р =2 мм, число ребер Nр=14, высота ребра hр=25 мм, коэффициент развития поверхно-
сти Kf=17,3, средний коэффициент теплоотдачи =7 Вт/(м2ꞏК)) и с продольными ребрами 
(Nр=30, hр=35 мм, Kf =19,8, =7 Вт/(м2ꞏК)). Но если тепловыделение в коллиматоре составляет 
порядка 107,5 Вт, то естественного охлаждения оребренной поверхности не хватает и надо 
рассматривать принудительное охлаждение. 

Анализ случая вынужденного воздушного охлаждения оребренной внешней поверхно-
сти коллиматора (tр=7 мм, р=3 мм, Nр=5, Kf=12) показал, что при снятии 47,5 Вт перегрев 
конструкции составит 31,8 С, а при снятии 107,5 Вт — 71,5 С. При принудительном водя-
ном охлаждении коллиматора с помощью прокачки воды через рубашку охлаждения в коль-
цевом канале рубашки охлаждения высотой 2 мм и шириной 23 мм и скорости протекающей 
воды wв=0,1 м/с реализуется ламинарный режим течения (число Рейнольдса Re=470) и коэф-
фициент поверхностной теплоотдачи р=1,25ꞏ103 Вт/(м2ꞏК). При этом расчетный температур-
ный напор между нагретой стенкой и жидкостью для самого напряженного случая составит 
32,7 С. При надлежащем увеличении диаметра линз в коллиматоре можно избежать попада-
ния излучения на оправы, при этом принудительное охлаждение коллиматора может рас-
сматриваться как дополнительная опция, подключаемая при необходимости. 
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В сканирующей головке находятся два гальвомотора, закрепленные в кронштейны, ко-
торые, в свою очередь, крепятся винтами к крышкам корпуса. На гальвомоторах с помощью 
оправок установлены сканирующие зеркала. Максимальная поглощаемая зеркалом тепловая 
мощность составляет 2,8 Вт. Для линз F-theta-объектива установлен уровень рассеяния (а сле-
довательно, поглощения) 0,3 %. На четырех линзах поглощается мощность 16,8 Вт.  
В предположении, что по обмотке статора гальвомотора с активным сопротивлением  про-
ходит осредненный по времени ток Iст, оценены максимально возможные потери мощности 
на нагрев по формуле Qгм= Iст

2ꞏ, тогда для =2,2 Ом и Iст=3,5 А значение Qгм27 Вт. Если не 
будет учитываться незначительное выделение тепла печатными платами управления и радиа-
ционный нагрев головки излучением от рабочей зоны процесса, то в объеме сканирующей го-
ловки может выделяться максимальная мощность Qсг=2Qз+Qоб+2Qгм =2ꞏ2,8+16,8+2ꞏ27=76,4 Вт, 
где Qз иQоб — тепловыделение зеркала и F-theta-объектива соответственно. 

При упрощенном рассмотрении охлаждаемая поверхность сканирующей головки пред-
ставляет собой параллелепипед, имеющий две боковые вертикальные оребренные стенки, пе-
реднюю и заднюю вертикальные стенки, горизонтальные крышку и основание, изготовлен-
ные из алюминиевого сплава. Теплоотдача стенок головки рассчитывалась для естественной 
конвекции в большом объеме, максимальная избыточная температура стенки головки при ра-
боте не превышала =26,8 С. При расчетах получено следующее уравнение, связывающее 
теплосъем Qсг с избыточной температурой стенки  сканирующей головки: 
  = 1,1ꞏ103Qсг

2 + 0,427 Qсг + 0,7. (1) 
По литературным данным [10—12], КПД бесколлекторных электродвигателей постоян-

ного тока, применяемых в гальвомоторах, достаточно высок (от 70 до 90 %) в случае плавно-
го варьирования электрической мощности электронным регулятором хода. При таком КПД 
тепловыделение одного гальвомотора не превысит Qгм=2,7…8,1 Вт, а избыточная температу-
ра головки будет находиться в диапазоне =11,7…15,5 С. 

Оценивалось также влияние пониженной и повышенной температуры на узлы, содер-
жащие оптические детали, — коллиматор и F-theta-объектив. Изменения температуры вызы-
вают характерное расширение или сжатие линз по отношению к материалам монтировок как 
в осевом, так и в радиальном направлениях. 

Коэффициент линейного расширения (КЛР) материала оправы, как правило, превышает 
КЛР установленной в ней оптики. В обычном случае снижение температуры приводит к тому, 
что опора сжимается в радиальном направлении к ободу оптического элемента. Расчеты теп-
лонапряженного состояния линз коллиматора и объектива показали, что назначенных допус-
ков на изготовление линз и оправ достаточно для обеспечения нормальной их работы (без 
возникновения радиальных напряжений) при изменении температуры в диапазоне  
–20…+50 С. 

Также было проанализировано поведение оптических сборок в осевом направлении при 
изменении внешней температуры и воздействующих на конструкцию ускорений при сину-
соидальной перегрузке и ударном нагружении. Основное влияние оказывает величина усилия 
поджатия пружинного кольца, обеспечивающего гарантированное нераскрытие сборок как 
при пониженной, так и при повышенной температуре. Напряжение сжатия между дистанци-
онным кольцом и линзой при температуре сборки (20 С) составляет 4,75ꞏ104 Па, при пони-
женной температуре (–20 С) — 7,12ꞏ104 Па. Данные напряжения являются оценками снизу (в 
силу явно завышенных в расчетах значений контактных площадей между дистанционным 
кольцом и линзой), но незначительными по сравнению с пределом прочности материала линз 
(кварц) на сжатие (50 МПа).  

Как следует из расчетов, оптические детали и узлы сканирующей головки сохраняют 
свою работоспособность при действии лазерного излучения, а также и при изменении темпе-
ратуры окружающей среды и воздействии синусоидальных и ударных перегрузок. 
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Прочностные расчеты. При позиционировании сканирующие зеркала подвергаются 
большим угловым ускорениям. При проектировании зеркал можно использовать следующую 
эмпирическую формулу [1] для оценки прогиба оптической поверхности: 

 5 20,0055 / ( )S EH   ,  (2) 

где  — максимальное отклонение от исходной формы зеркала; ε — угловое ускорение; S — 
ширина зеркала, измеренная по оси вращения; E — модуль Юнга зеркального материала;  
H — толщина зеркала; ρ — плотность материала зеркала. 

Применение формулы (2) к Х- и Y-зеркалам при их угловом ускорении =4000 рад/с2  
дает значения Х=0,57 нм и Y=4,03 нм. 

Анализ нагруженных состояний выполнен с помощью разностных методов путем по-
строения конечно-элементных моделей (КЭМ). Моделирование проведено с применением 
программного обеспечения ANSYS (англоязычная версия 14.0.0)*. Расчеты полных деформа-
ций для Х-зеркала (рис. 2, а) и Y-зеркала (рис. 2, б), выполненные с применением КЭМ, дают 
величину деформации в верхних угловых зонах Х- и Y-зеркал на уровне Х КЭМ=3,3 нм и 
Y КЭМ=12,4 нм. 

      а)                                                                                       б) 

    
Рис. 2 

Как аналитические, так и расчетные оценки показывают незначительные изменения по-
верхности зеркал при воздействии больших угловых ускорений. 

Надежность элементов сканатора. Коллиматор (описание конструкции коллиматора 
приведено выше). Надежность оптических приборов достаточно высока, так как они, как пра-
вило, содержат небольшое количество подвижных элементов, работают с малыми нагрузками 
в относительно благоприятных условиях и режимах по сравнению, например, с механиче-
скими машинами. 

Если принять, что вероятность безотказной работы оптических деталей коллиматора по 
времени  равна Рк()=0,9, то в предположении об одинаковом вкладе в надежность каждой 

линзы вероятность их безотказной работы определяется как Рлi()= 3
к ( ) 0,965Р   . Если распре-

деление наработки до отказа у каждой линзы является экспоненциальным л 0 0( ) exp( λ )i iP      

(где время наработки на отказ согласно техническому заданию 0=8700 ч), то интенсивность 
отказов линз оценивается как л=4,110–6 ч–1. 

Гальвомотор. Главным узлом сканатора являются два гальвомотора, каждый из кото-
рых состоит из самостоятельных узлов — бесконтактного электродвигателя постоянного тока 
[13—19], сканирующего зеркала и датчика угла поворота (ДУП). Сборка ротора гальвомотора 
содержит в центральной части NdFeB-магнит, который с помощью эпоксидного клея  
устанавливается в левую и правую части вала ротора. Вал устанавливается в статор из нержа-
веющей стали на двух радиально-упорных шарикоподшипниках 1106098, посаженных на вал 

                                                 
* Расчеты проведены науч. сотрудником Д. А. Ягнятинским, НПО „ЛУЧ“. 
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с натягом. Обмотка статора выполнена из медного провода в лаковой изоляции диаметром 
0,3 мм, количество витков N=75. Сопротивление обмотки статора об2,2 Ом, индуктивность 
Lоб=550 мкГн. Гальвомотор в совокупности с платой управления являются исполнительными 
элементами контура системы автоматического управления положением зеркала. ДУП входит в 
контур управления, сигнал с него поступает на усилитель и далее на контроллер гальвомотора. 

Надежность сканатора определяется надежностью гальвомотора, а более конкретно — 
надежностью электродвигателя и шарикоподшипников. Бесконтактные электродвигатели ха-
рактеризуются повышенной надежностью вследствие отсутствия скользящего контакта и об-
мотки возбуждения [8, 9, 10—12]. Наибольшее число отказов электродвигателей приходится 
на обмотки и подшипниковые узлы. Отказы обмоток обусловлены короткими замыканиями 
между витками или на корпус, обрывом проводов или нарушением мест паек. Повреждение 
подшипниковых узлов происходит вследствие механического износа подшипников, ухудше-
ния состояния смазки, некачественной посадки подшипников на вал. Преобладающим видом 
износа подшипника, вызванного контактной усталостью рабочих поверхностей, является вы-
крашивание из них металла в виде мелких фрагментов, а также отслоение частичек металла. 
Более 80 % подшипников качения выходят из строя вследствие разрушений усталостного ха-
рактера. Подшипники качения весьма чувствительны к перегрузкам. При увеличении нагруз-
ки на подшипник вдвое его долговечность уменьшается примерно в десять раз. Слабая посад-
ка подшипника на вал ведет к проворачиванию внутреннего кольца, что сопровождается кон-
тактной коррозией, износом вала, повышением температуры подшипникового узла [2]. 

Периодические высокочастотные непрерывные небольшие движения, обычно под углом 
менее 1 или 2, вызывают быстрый катастрофический отказ, что известно как „ложная корро-
зия“ — бринеллирование (т.е. образование вмятин на поверхностях качения подшипников) 
или „коррозия при истирании“ [2]. 

Зависимость между суммарным расчетным ресурсом Lah (временем наработки до появ-
ления признаков усталости) и эквивалентной нагрузкой M определяется выражением 

     6
1 23 / 10 / (60 / )   при  0,5

q
ah r k rL a a C K M M C   , (3) 

где q — показатель степени: q=3 для шарикоподшипников, q=10/3 для роликоподшипников; 
Сr — динамическая грузоподъемность, которую подшипник может выдержать в течение  
1 млн оборотов при вероятности безотказной работы 90 %; a1 и a23 — коэффициенты: коэф-
фициент a1=1 для надежности 90 % (для подшипников с гарантированным ресурсом), коэф-
фициент a23 учитывает качество монтажа, условий эксплуатации и смазывания и для обыч-
ных (нормальных) условий эксплуатации для шарикоподшипников равен a23=0,7…0,8;  
Кк — коэффициент, выбираемый в зависимости от класса точности подшипника: класс точно-
сти „0“ — Кк=1,0, „6“ — Кк=1,05, „5“ — Кк=1,1;  — рабочая частота вращения подшипника. 

Динамическая радиальная грузоподъемность радиальных и радиально-упорных шари-
ковых подшипников вычисляется по формуле (ГОСТ 18855-2013) 

  0,7 2/3 1,8cosr m c wC b f i Z D  , (4) 

где Dw — диаметр шарика; bm=1,3; fc — параметр, зависящий от отношения cosw pwD D , 

Dpw — диаметр окружности центров набора шариков или роликов;  — номинальный угол 
контакта подшипника (для шарикоподшипника 1006098 угол =12°); i — число рядов шари-
ков в подшипнике (для рассматриваемого случая i=1); Z — число шариков или роликов в од-
норядном подшипнике.  

Тогда  
Сr=1,359,3(1cos12)0,7200,6621,8=1944 Н, 

Lah=10,75((20001,0)/0,37)3(106/(60/(5,6)))= 1,11016 ч. 
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Полученные оценки показывают, что со стороны шарикоподшипников заданные пока-
затели надежности обеспечиваются. 

В разработанном гальвомоторе использован оптический ДУП в капсульном исполне-
нии, т.е. изготавливаемый в единой конструкции с исполнительным механизмом. Подвижная 
часть датчика, закрепленная на вращающемся валу, изготовлена из текстолита диаметром  
47 мм, толщиной 1,5 мм и имеет момент инерции 3,910–7 кгм2 (3,9 гсм2). 

Показателями безотказности ДУП являются время средней наработки на отказ (0) или 
средней наработки до отказа (ср). Минимально допустимые значения 0(ср), в часах для пре-
образователей определяются по формуле 

    3
т0 cp( ) 15 10 ,    1 3B B B        , (5) 

где Bт — коэффициент, численно равный порядковому номеру класса точности для преобра-
зователя ДУП от 1 до 10 (Bт=0,5 для преобразователей класса 001, 01); =0 для угловых пе-
ремещений; оценки применительно к рассматриваемым условиям дают 0(ср)=8535 ч. 

Отказом ДУП следует считать прекращение функционирования или увеличение по-
грешности при нормальной температуре более чем в два раза относительно номинального 
значения. 

Сканирующие зеркала изготовлены из монокристаллического кремния, имеют толщину 
4 мм. Заявленные в конструкторской документации и реализованные на практике характери-
стики зеркал:  

— вес: Х-зеркало — 7,2 г (в сборе с оправкой 11 г), Y-зеркало — 13,5 г (в сборе с оправ-
кой 22 г);  

— момент инерции: Х-зеркало — 3,92 гсм2, Y-зеркало — 8,45 гсм2.  
Зеркала установлены в алюминиевые оправки по трем поверхностям (торец, задняя и 

передняя поверхности) с помощью эпоксидного клея. Зеркала имеют отражающее и защитное 
покрытия. Держатели с зеркалами с помощью прихватов крепятся к валу мотора винтами. 

Зеркало должно быть установлено как можно ближе к передней опоре гальвомотора, 
чтобы снизить поперечные резонансы. Все моменты инерции относительно оси вращения 
должны быть сбалансированы для минимизации колебаний, вызванных угловым ускорением 
и возмущениями окружающей среды. Одно из последствий несовпадения зеркальных осей — 
ошибка позиционирования пучка, часто выражаемая как „улыбка“ или „хмурый взгляд“ [2]. 
Крепление зеркал зажимами обеспечивает возможность изменения их положения и возмож-
ного удаления для замены. Способы установки зеркал как одно целое с креплением и валом 
являются неразъемными. 

В сканирующем зеркале особое внимание должно быть уделено отражательной способ-
ности, балансировке, термической и динамической деформации, монтажу. Состояние зеркала 
колеблющегося сканера касается той части его движения, в которой передаются оптические 
данные. Теплопроводность становится проблемой при использовании мощных лазеров. Ос-
новное требование к сканирующему зеркалу — минимальная масса при минимальном момен-
те инерции. 

Согласно проведенным тепловым и прочностным расчетам (см. выше), сканирующие 
зеркала не теряют своей работоспособности. 

Модель сканатора и оценка показателей надежности. Оптическая система сканатора, 
повторим, содержит четыре последовательно соединенных узла: коллиматор, Х- и Y- скани-
рующие зеркала, F-theta-объектив. Х- и Y- зеркала закреплены на валах приводящих их в дей-
ствие гальвомоторов. Гальвомоторы контуров управления работают в наиболее напряженных 
режимах и представляют собой невосстанавливаемые объекты. Для невосстанавливаемых 
систем основными показателями безотказности являются: время наработки до отказа, вероят-
ность отказа и вероятность безотказной работы, интенсивность отказа. Для электромашин 
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малой мощности с системой автоматического регулирования показателем является интенсив-
ность отказов  [8, 9]. Продолжительность работы по времени  электромеханического устрой-
ства можно разбить на три составляющие: приработка узлов, нормальная работа, старение. 

Структурная схема контура управления положением сканирующих зеркал представлена 
на рис. 3. Контур управления содержит: систему оптического тракта (СОТ, рассматривается 
лишь для общности модели), ДУП, контроллер (К), блок усилительный (БУ), ГМХ, ГМY — 
гальвомоторы по осям Х и Y. Можно обоснованно утверждать, что с помощью принятых кон-
структивных решений удалось снизить удельные тепловые нагрузки на оптику до приемле-
мых величин, при которых ресурсный отказ оптических элементов маловероятен. 

 
СОТ ДУП К/БУ

ГМХ

ГМY
 

Рис. 3 
Так как гальвомоторы в составе управляющего контура работают параллельно, и о вза-

имном влиянии элементов системы на ее надежность ничего неизвестно, то для рассмотрения 
можно принять модель с последовательным соединением независимых элементов [7], в кото-
рой (как упоминалось выше) отказ одного из элементов приводит к отказу всей системы. 
Считаем, что отказы элементов являются независимыми, т.е. отказ любой группы элементов 
не влияет на вероятностные характеристики остальных элементов. Для такой системы время 
случайной наработки до отказа сл определяется минимальным значением случайных нарабо-

ток сл ( )i  ее элементов: 

 сл сл
1
min ( )

i m
i

 
  ,  (6) 

где m — число последовательных элементов (в данном случае m = 3). 
При известных распределениях наработок до отказа отдельных независимых элементов 

вероятность Pi() того, что объект проработает безотказно в течение заданного времени 0, 
начав работать в момент =0, или вероятность 0( )P   того, что наработка до отказа окажется 

больше заданного времени 0, определяется по формуле 

 0 0
1

( ) ( )
m

i
i

P P


   .   (7) 

Если распределение наработки до отказа для каждого элемента является экспоненци-
альным 0 0( ) exp( λ )i iP     , то показатели надежности такой системы для точных выражений 

определяются как [5] 
 0 0( ) exp( )P    , (8) 

а для приближенных выражений (при условии 0 1  ) — как 0 0( ) 1P    , где 
1
λ

m
i

i
   , 

λi — интенсивность отказов i-го элемента. 
Надежность электронной аппаратуры (ДУП, К и БУ) гораздо выше надежности элек-

тромеханических устройств (гальвомоторы), поэтому обоснованно полагаем, что надежность 
системы определяется надежностью гальвомотора, а более конкретно — надежностью ис-
пользуемых шарикоподшипников (см. выше). 

Для спроектированного гальвомотора интенсивность отказов при вероятности его без-
отказной работы, равной 0,9, и времени наработки до отказа 0=8700 ч оценивается по фор-
муле (8): =lnP()/0=ln(0,9)/8700=1,2110–5 ч–1. По упрощенной формуле λ=(lP())/0= 
=(10,9)/8700=1,1510–5 ч–1. Видно, что погрешность расчета по упрощенной формуле не пре-
вышает 5 %. 
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Определим вероятность безотказной работы гальвомотора с дополнительными нагруз-
ками (зеркало, датчик). Полагая вероятности безотказной работы коллиматора Рк и F-theta-
объектива РF равными: Рк=РF=0,995 (при этом вероятность безотказной работы каждой из 
линз коллиматора и объектива должна быть на уровне 0,998—0,999), определим вероятность 
безотказной работы гальвомоторов РХгм=РYгм=Ргм=0,9535. Полагая вероятности безотказной 
работы зеркала Рз, датчика Рд и статора Рст равными Рз=Рд=Рст=0,995, а постоянного магни-
та — Рм =0,99, определим вероятность безотказной работы подшипникового узла гальвомо-
торов Рп.у=0,978. При этом интенсивности отказов зеркала з, датчика д и статора ст равны 
з=д=ст=5,7610–7 ч–1, постоянного магнита м=1,15510–6 ч–1, подшипникового узла 
п.у=2,5910–6 ч–1, а гальвомотора в сборе гм=i=5,43310–6 ч–1. Можно заметить, что при по-
следовательном соединении узлов надежность системы всегда ниже надежности самого не-
надежного элемента. 

Рассмотрим оборудование сканатора как набор самостоятельных узлов, вероятность 
безотказной работы каждого из которых в течение ресурсного срока (8700 ч) равна Р=0,9. То-
гда вероятность безотказной работы каждой из линз коллиматора должна быть не ниже 

3 3
л 0,9 0,965Р Р    (л=4,0410–6 ч–1), а F-theta-объектива — 4 4

л 0,9 0,974Р Р    

(л=3,0310–6 ч–1). Полагая Рз=Рд=Рст=Рм=0,985 (i=1,7410–6 ч–1), определим вероятность 

Рп.у=
4 4
л/ 0,9 / 0,985Р Р  =0,956 (л=5,1610–6 ч–1). Интенсивность отказов гальвомотора в сбо-

ре гм=i=lnP/0=ln0,9/8700= 12,1110–6 ч–1. 
Расчет показателей надежности контроллера гальвомотора. В системе автоматиче-

ского регулирования гальвомотора используется электронная плата контроллера с входящи-
ми в нее радиоэлектронными устройствами (РЭУ) в виде электронного модуля (печатного уз-
ла). Интенсивность отказов РЭУ ΛМ определяется суммой прогнозируемых значений экс-
плуатационных интенсивностей отказов элементов λэi [20]: 

 М э
0

Λ λ
G

i
i=

= , (9) 

где λэi — эксплуатационная интенсивность отказов i-го элемента (компонента), определяемая 
с учетом его электрического режима, условий работы в составе РЭУ, конструкторско-
технологических, функциональных и других особенностей; G — количество элементов (ком-
понентов) в модуле. 

Интенсивность отказов отдельных элементов может быть найдена как по данным, пре-
доставляемым производителями, так и определена расчетно. Предварительно были оценены 
интенсивности отказов элементов, входящих в электрическую схему РЭУ*: конденсаторов, 
резисторов, интегральных микросхем, диодов и пр. Расчетная интенсивность отказов соста-
вила ΛМ=56,26210–6 ч–1, время наработки до отказа =1/ΛМ =17773 ч. 

Результаты испытаний элементов сканатора. В процессе отработки конструкции 
сканатора были проведены следующие испытания: 1) измерение жесткости пружинных ко-
лец, поджимающих оптические сборки коллиматора и F-theta-объектива; 2) определение формы 
оптической поверхности сканирующих зеркал после нанесения отражающего покрытия.  

Данные о жесткости пружины необходимы для проведения оценочных расчетов пред-
варительной нагрузки на линзы при сборке и определения моментов закручивания резьбовых 
колец, обеспечивающих требуемую сборочную нагрузку. Измерения были проведены на  
испытательной универсальной машине Inspekt Table 5 с диапазоном изменения усилия на-
грузки от 0,02 до 5,00 кН и пределом допускаемой относительной погрешности измерений си-
лы ± 1 %. Пружинные кольца нагружались усилием 50 Н несколько раз. Всего были испытаны 
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4 пружины, по две для коллиматора и F-theta-объектива. Жесткость пружинного кольца кол-
лиматора составила 5,1 Н/м, жесткость пружинного кольца F-theta-объектива — 2,15 Н/м. 

Контроль формы оптических поверхностей сканирующих зеркал проводился на стенде 
оптических измерений с использованием интерферометра ФТИ-100 с целью установления 
искажений поверхности. По полученным интерферограммам оптической поверхности иска-
жения составили: максимальный размах — 0,1 мкм для X-зеркала, 0,11 мкм для Y-зеркала, 
среднеквадратичные отклонения — 0,023 для Х- и Y-зеркал. Согласно результатам измерений, 
искажения формы сканирующих зеркал в расчетных областях расположения пятен лазерной 
нагрузки не превышают величин, заданных при проектировании. 

Заключение. Проведен анализ функциональных требований к сканатору в соответствии 
с техническим заданием. Для выполнения требований и уменьшения рисков преждевремен-
ных отказов оборудования приняты следующие решения, заложенные в конструкторскую до-
кументацию и реализованные на практике в опытном образце изготовленного сканатора: 

— диаметральные размеры линз увеличены до размеров, гарантирующих беспрепятст-
венное прохождение формируемого лазерного пучка; 

— на линзы коллиматора и F-theta-объектива предусмотрено нанесение прочных про-
светляющих покрытий, гарантирующих безотражательное прохождение лазерного пучка; 

— сканирующие зеркала изготовлены из монокристаллического кремния, обладающего 
высокими прочностными и теплофизическими свойствами; нанесенное отражающее покры-
тие гарантирует небольшой разогрев зеркала; 

— внутрикорпусные тепловыделяющие элементы сканирующей головки имеют надеж-
ный тепловой контакт с корпусом, а нанесение на боковые стенки корпуса ребер охлаждения 
гарантирует низкий перегрев в процессе работы; 

— изготовленный гальвомотор с моментным электродвигателем постоянного тока 
управляется собственным контроллером, который обеспечивает высокий КПД (на уровне 
90—95 %) и гарантирует малые тепловые потери и разогрев конструкции. 

Результаты испытаний разработанного сканатора подтвердили его работоспособность и 
надежность. 
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МЕТОДИКА ОПТИМИЗАЦИИ ВРЕМЯПРОЛЕТНОГО ОПТИЧЕСКОГО ТУРБИДИМЕТРА  
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Аннотация. Обсуждаются вопросы оптимизации оптоволоконного времяпролетного оптического турби-
диметра и определяются условия его оптимального функционирования в обычном и распределенном вариантах 
реализации, где критерием оптимизации является чувствительность. Предложена методика оптимизации: для 
обычного случая получены выражения оптимальной связи между временем измерения на приемном оптоволокне 
светового сигнала, эмиттированного с передающего оптоволокна с начала момента запуска импульса, и расстоя-
нием между передающими и приемными оптоволокнами; для распределенного варианта реализации турбиди-
метра определены условия экстремального режима работы. Методика может быть применена в перспективных 
системах контроля качества воды.  
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OPTIMIZATION TECHNIQUE FOR A TIME-OF-FLIGHT OPTICAL TURBIDIMETER 
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Abstract. The issues of optimizing a fiber-optic time-of-flight optical turbidimeter are discussed and the conditions 
for its optimal operation with sensitivity being the optimization criterion, are determined for both conventional and distri-
buted implementations. An optimization technique is proposed: for the usual case, expressions are obtained for the op-
timal relationship between the measurement time on the receiving fiber of the light signal emitted by the transmitting fi-
ber, counted from the pulse start moment, and the distance between the transmitting and receiving fibers; for the distri-
buted version of the implementation of the turbidimeter, the conditions for the extreme operation mode are determined. 
The technique can be applied in advanced water quality control systems.  

Keywords: turbidimeter, optical fiber, measurements, optimization, time-of-flight principle 
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Введение. Метод лабораторного анализа все еще является наиболее часто используемым 

методом анализа мутности воды [1]. Этот метод, однако, имеет такие недостатки, как трудоем-
кость, что объясняется необходимостью взятия проб и доставки их в лабораторию, а также ве-
роятность изменения мутности воды в период доставки пробы и проведения лабораторного 
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анализа. Очевидно, что выполнение этих операций в режиме реального времени (онлайн) по-
зволяет избежать указанных недостатков. Как показано в работе [2], наиболее распростра-
ненным среди онлайн методов является оптический метод анализа. Вместе с тем, согласно [3, 
4], при высоких концентрациях взвешенных частиц в воде использование оптических мето-
дов не приводит к достаточно точным результатам. 

В работе [5] впервые был предложен метод времяпролетного измерения мутности со 
счетом фотонов с использованием двух оптоволокон. Указанный метод был в дальнейшем 
развит в работах [6—12], где использован метод времякоррелированного счета фотонов при 
анализе мутности воды, содержащей частицы формазина в средней концентрации. В этих ра-
ботах показано, что при малых концентрациях обеспечивается линейность результатов изме-
рений. Развитию этого метода способствовало появление диодных лазеров и сверхбыстрых 
электронных приборов [13]. Результаты технической реализации времяпролетного метода со 
счетом фотонов приведены в [14]. Принцип функционирования указанного метода иллюст-
рируется на рис. 1 (длительность входного и выходного сигналов определяется на уровне 0,5 
максимума). 

 

r, мм

1,5 нс100 пс 

Время Время

Эмиссия Прием 

Короткие импульсы, 
посылаемые в жидкость

Сигнал на входе 
приемного оптоволокна 

TPSFИнтенсивность Интенсивность

 
Рис. 1 

Принцип работы времяпролетного турбидиметра заключается в следующем [14]. Ко-
роткие световые импульсы длительностью 100 пс запускаются в турбидную жидкостную сре-
ду посредством оптоволоконного передатчика, на расстояний r от которого расположен опто-
волоконный приемник. При достижении фотонов, запущенных передатчиком приемного оп-
товолокна, осуществляется фиксация времени пролета фотона от передатчика к приемнику. 
Вследствие стохастического характера процесса время пролета фотонов может составлять 
несколько наносекунд. При этом количество фотонов N, принятых на оптоволоконном при-
емнике, является функцией времени t и расстояния r между оптоволокнами:  

  
2

3/2
4 exp

4a
rN kt ct
kt

  
     

 
,  (1) 

где k — коэффициент диффузии, определяемый как  

 
 3 a s

сk 
 

; (2) 

c — скорость света; a  — коэффициент абсорбции; s  — коэффициент диффузии. 

Регистрация времени прилета отдельных фотонов позволяет построить функцию вре-
менного распределения точек (TPSF) в виде гистограммы. При этом, согласно [14], существу-
ет определенная регрессионная связь между количеством принятых фотонов, формой кривой 
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TPSF и концентрацией взвешенных частиц. Согласно экспериментальным исследованиям 
[14], при =650 нм, частоте повтора 50 мГц и мощности импульсов 1 мВт, где в качестве при-
емника фотонов использовался лавинный диод id100-MMF50, а r = 13,5 мм, после нормали-
зации функции TPSF путем отсечения сигнала отражения от самой среды и учета фотонов в 
пределах определенного временного интервала, в предположении о стандартной форме 
функции TPSF (рис. 2) было получено линейное регрессионное уравнение 

 т тN a M b  , (3) 

где M — концентрация взвешенных частиц; т т,a b  — регрессионные коэффициенты. 

 
Рис. 2 

Вместе с тем с учетом зависимости N от таких аргументов, как ,  иM t r , актуализирует-
ся целесообразность исследования вопросов оптимизации чувствительности времяпролетных 
оптоволоконных турбидиметров при различных режимах их реализации. В настоящей статье 
рассматривается возможность оптимизации чувствительности измерений с помощью указан-
ного прибора в нераспределенной и распределенной конфигурациях исполнения. 

Предлагаемый метод. Оптимизация времяпрелетного турбидиметра, содержащего 
одну пару приемопередающих оптоволокон. Как следует из вышеизложенного, счету под-
лежат фотоны, приходящие в фиксированном интервале времени, и определение времени 
счета может быть автоматизировано. Наряду с этим расстояние между оптоволокнами может 
быть изменено с помощью механических или пьезомеханических шаговых двигателей. 

Задачу оптимизации времяпролетного турбидиметра с одной парой оптоволокон сфор-
мулируем следующим образом. С учетом вышеизложенного, в общем случае, показатель N 
может быть представлен в качестве функции трех переменных: ,  иM t r , т.е. 

  , ,N f t r M , (4) 

тогда комплексная чувствительность определяется как  

 
N N NdN dt dr dM
t r M

  
  
  

. (5) 

Рассмотрим случай, когда constr  . Согласно (3) имеем  

 т
N a
M





,  (6) 

следовательно, из (5) получим  

 т
NdN dt a dM
t


 


  (7) 

или 

TPSF‧10–5, о.е.

2,5 
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1,5 
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0 –2         0         2          4         6         8     t, с 
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 тa dMdN N
dt t dt


 


. (8) 

Примем 
dM
dt

 const, т.е. концентрация взвешенных частиц не изменяется во времени. 

Тогда из (8) получим показатель чувствительности 
dN
dt

. Таким образом, можно составить 

следующую задачу оптимизации: при условиях constr  , 0
dM
dt

 , т
N a
M





 необходимо вы-

числить такое значение t, при котором критерий оптимизации, каковым является 
dN
dt

, дости-

гает максимальной величины.  
Для решения данной задачи используем метод анализа производных. Из (1) имеем 

 
2

1
2

3
(4 ) 4

2 4
a

dN rkt k c
dt kt

  
         

 
,  

откуда получаем 

 
2

2

3

2 4
a

rc
t kt

    . (9) 

Из (9) находим  

 
2

2

2
3 2

4
a

rt c
kt

    ,   

откуда имеем 

 2 212 8 2akt t ck r      (10) 

и из (10) окончательно получаем 

 
2

2 12 2
0

8 8a a

t rt
c ck

  
 

. (11) 

Решение (11) дает 

 
2

2 2

3 9 2

4 816a aa

rt
c ckc

   
 

.  

Проверка типа экстремума не проводится, так как эвристически очевидно, что данный 
экстремум является максимумом. 

Оптимизация времяпролетной распределенной структуры турбидиметра, содер-
жащего множество пар приемопередающих оптоволокон. Рассмотрим вариант контроля 
мутности водоканала, где основной поток воды распределяется на n каналов, в каждом из ко-
торых устанавливается пара приемопередающих оптоволокон. Структурная схема времяпро-
летного турбидиметра распределенной структуры приведена на рис. 3, где БУ — блок управле-
ния; УЗ.i — i-й узел турбидиметра; (1-1) — формирователь узкого светового импульса; (1-2) —  
приемник сигнала приемного оптоволокна; (1-3) — передающее оптоволокно; (1-4) — прием-
ное оптоволокно. 
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БУ 

1-1 1-2

1-3 1-4

УЗ.1 УЗ.2 УЗ.п 

УЗ.i 

Выход 

Вход распределителя  
Рис. 3 

С учетом (1) количество считанных фотонов в i-м узле турбидиметра определяется как  

 
2

3 2(4 ) exp
4

i
i i a i

rN kt ct
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. (12) 

Для упрощения записи примем следующие обозначения: 
 1 2 34 ; ; 4 ,aa k a c a k       

с учетом которых перепишем выражение (12) как 
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Суммируя (13) по всем i, получаем 
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1 2

31 1
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  .  

Далее введем в рассмотрение функцию управления 
  i it r  .  (14) 

Условно приняв п, выражение (14) перепишем в непрерывной форме: 

        
2

3 2
1 2

30 0

( ) exp
m mr r

irN r dr a r a r dr
a r

  
       

  . (15) 

Правая часть выражения (15) является целевым функционалом, подлежащим минимиза-
ции путем выбора оптимального вида функции  r , т.е.  opt

r . Физически, целевой функ-

ционал (15) определяет сумму всех фотонов, достигающих оптоволоконных приемников, ко-
личество которых равно п, где п. Согласно правилам функционального анализа [15], для 
определения  opt

r  следует вычислить производную интегранта целевого функционала от-

носительно искомой функции. Минимизация целевой функции осуществляется в целях уст-
ранения избыточности в распределенной структуре. 

Имеем 

  
 

2
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2 2
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3
0

2

rr a
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,  

откуда получаем  

    2 2
2 3 3

3
0

2
a a r a r r     .  (16) 

Решение (16) имеет вид  
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Дальнейший анализ показывает, что при  

  
2

3

4

3

rr
a

    

достигается минимум целевого функционала, в противном случае появляется максимум. 
Заключение. Проанализированы вопросы оптимизации известной времяпролетной 

конструкции турбидиметра в обычном и в распределенном вариантах реализации. Получе-
ны выражения оптимальной связи между временем измерения светового сигнала, эмитти-
рованного с передающего оптоволокна с начала момента запуска импульса, и расстоянием 
между передающими и приемными оптоволокнами. Для нераспределенного варианта реа-
лизации турбидиметра задача оптимизации решена относительно максимума измеритель-
ного сигнала, для распределенного варианта определены условия экстремального режима 
работы. 
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ПРИБОРЫ И МЕТОДЫ КОНТРОЛЯ ПРИРОДНОЙ СРЕДЫ,  

ВЕЩЕСТВ, МАТЕРИАЛОВ И ИЗДЕЛИЙ  

INSTRUMENTS AND METHODS FOR MONITORING THE NATURAL ENVIRONMENT, 
SUBSTANCES, MATERIALS AND PRODUCTS 

 
УДК 681.7  

 DOI: 10.17586/0021-3454-2023-66-5-430-436 

 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ИЗМЕРИТЕЛЬНАЯ СИСТЕМА  
ДЛЯ КОНТРОЛЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ КОРПУСА ВОЗДУШНОГО СУДНА  

Е. Е. МАЙОРОВ
1*, Г. А. КОСТИН2, Т. А. ЧЕРНЯК2

  
1 Санкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения,  
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Аннотация. Проведено экспериментальное исследование измерительной системы для контроля поверх-
ностей корпуса воздушного судна. Представлены результаты экспериментальных исследований диапазона из-
мерений, амплитуды выходного сигнала, а также погрешности измерений. Проведен сравнительный анализ ре-
зультатов экспериментальных измерений с независимыми, выполненными с помощью аттестованного прибора. 
Получены зависимости усредненной амплитуды выходного сигнала от расстояния от выходного оптического 
зрачка до исследуемой поверхности при движении контролируемого объекта, а также от диаметра светового 
пучка на поверхности объекта.  

Ключевые слова: воздушное судно, измерительная система, выходной оптический зрачок, диапазон из-
мерений, амплитуда выходного сигнала, погрешность измерений, исследуемая поверхность 
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EXPERIMENTAL MEASURING SYSTEM  
FOR CONTROL OF AIRCRAFT HULL SURFACES 

Е. Е. Maiorov1*, G. A. Kostin2, T. A. Chernyak2  
1 St. Petersburg State University of Aerospace Instrumentation,  

St. Petersburg, Russia 
*majorov_ee@mail.ru 

2 St. Petersburg State University of Civil Aviation, 
St. Petersburg, Russia 

 
Abstract. A measuring system for monitoring aircraft hull surfaces is studied experimentally. Results of experi-

mental research into the measurement range, the output signal amplitude, as well as the measurement error are pre-
sented. A comparative analysis of the results of experimental measurements and independent measurements performed 
with a certified instrument is carried out. The dependences of the averaged amplitude of the output signal on the dis-
tance of the output signal from the optical pupil to the surface under investigation during the controlled object movement, 
as well as on the light beam diameter at the object surface, are obtained. 

Keywords: aircraft, measuring system, optical pupil output, measurement range, output signal amplitude, meas-
urement error, surface under study 
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Введение. В настоящее время гражданская авиация огромное внимание уделяет безо-

пасности полетов [1, 2]. Технические службы аэропорта, осуществляющие контроль за лета-
тельным аппаратом, заинтересованы в современных оптико-электронных системах и прибо-
рах для контроля поверхности корпуса воздушного судна. Получение высокоинформативной, 
высокоточной и достоверной информации о форме поверхности летательного аппарата после 
посадки и до взлета — важнейшая задача для авиации. Для оптического приборостроения 
значимыми факторами являются расширение функциональных возможностей оптико-
электронных систем, повышение информативного содержания измерений и более широкое 
внедрение таких систем в производственную практику [3, 4]. 

Оптические приборы и системы измерений формы поверхности основаны на фиксации 
светового излучения, отраженного от исследуемой поверхности [5, 6]. Эти средства являются 
методами неразрушающего контроля, так как исключено механическое воздействие на пред-
мет исследования [7, 8]. Кроме того, они пригодны для решения динамических задач и имеют 
высокую производительность. 

Как отмечается в научно-технической литературе, актуальными и перспективными для 
контроля сложной формы поверхности являются интерференционные системы и приборы, 
имеющие источники излучения белого света (низкокогерентные с длиной когерентности 1…3 нм) 
[9, 10]. На сегодняшний день это направление в оптическом приборостроении бурно развивает-
ся. Такие приборы и системы характеризуются высокой точностью, необходимым диапазо-
ном измерений для контроля рельефа поверхности, и, что немаловажно, расстояние до изме-
ряемой поверхности не зависит от апертурных углов освещения и наблюдения [11 — 15].  
Исследование метрологических характеристик таких измерительных систем представляет не-
сомненный интерес. 

Цель настоящей статьи — исследование экспериментальной измерительной системы 
для контроля поверхностей корпуса воздушного судна, в частности исследование диапазона 
измерений, амплитуды выходного сигнала и погрешности измерений, а также сравнительный 
анализ результатов экспериментальных измерений с независимыми, выполненными с помо-
щью аттестованного прибора.  

Исследование диапазона измерений. В представленной на рис. 1 измерительной сис-
теме (ИС) диапазон измерений определяется смещением опорного зеркала. При смещении 
опорного зеркала должна обеспечиваться необходимая и достаточная амплитуда оптического 
сигнала. Поэтому для определения диапазона ИС амплитуда сигнала измерялась при разных 
расстояниях от оптического зрачка системы до исследуемой поверхности.  

 
Рис. 1 
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Начальное расстояние — максимум амплитуды при отсутствии напряжения на модуля-
торе опорного зеркала — в ходе исследования составляло 100 мм. Зависимость амплитуды 
сигнала от расстояния до поверхности фиксировалась при движении объекта по оси ОZ от 
начальной точки в обе стороны. Экспериментальные результаты получены при частоте ска-
нирования опорного зеркала fМ = 46 Гц и показаны на рис. 2, согласно которому диапазон из-
мерений для данной ИС составляет 0…4 мм.  

 

0,5 

U/Um 

   99         100       101                z, мм 

z 

0 

 
Рис. 2 

Исследование амплитуды выходного сигнала. Одна из основных характеристик ИС — 
амплитуда выходного сигнала, содержащая информацию об определяемом расстоянии. Ам-
плитуда сигнала обеспечивает необходимую величину превышения полезного сигнала над 
уровнем шумов и помехозащищенность измерений [14, 15].  

Исследование амплитуды сигнала при движении опорного зеркала в одну и другую сто-
рону позволяет оценить погрешность ИС, а также объяснить механизм формирования полей 
рассеяния, которые влияют на точность измерений. 

В эксперименте движение исследуемого объекта осуществлялось относительно выход-
ного оптического зрачка (ВОЗ). Производился контроль одной аттестованной поверхности с 
первым классом шероховатости Ra = 80 мкм. Диаметр светового пятна (d) на поверхности из-
менялся за счет введения стеклянных пластин разной толщины между ВОЗ и контролируемой 
поверхностью. Согласно результатам исследования, которые представлены на рис. 3, на базо-
вой длине зондируемого участка поверхности амплитуда сигнала может изменяться более 
чем на порядок. Наблюдаются скачки амплитуды за счет декорреляции полей рассеяния све-
тового излучения. При движении опорного зеркала возникает суперпозиция некоррелирован-
ных составляющих светового поля, которые имеют разные амплитуды, что, как следствие, 
приводит к деформации формы огибающей сигнала, а значит, влияет на точность измерений. 
На рис. 4 приведены результаты расчета зависимости среднего значения амплитуды сигнала 
от диаметра светового пучка на измеряемой поверхности. Приведенная зависимость хорошо 
согласуется с теоретическими расчетами. 
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Рис. 3 
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Рис. 4 

Исследование погрешности измерений. Для исследования погрешности измерений 
определялись расстояния до измеряемой поверхности при заданных экспериментатором  
углах падения светового излучения. Исследуемая поверхность имела разный наклон относи-
тельно ВОЗ ИС (углы наклона θ = 0, 15, 30, 45°). Для каждого значения  фиксировалось рас-
стояние до исследуемой поверхности при движении объекта относительно ВОЗ. Номиналь-
ное расстояние было неизменным, а фиксировались изменения этого расстояния. Объект на-
ходился на микрометрическом столике, где выставлялся угол наклона в направлении ВОЗ. 
Движение объекта производилось с шагом 50 мкм, и для каждого угла выполнялись 50 изме-
рений. В ходе эксперимента интерферометром Майкельсона проводился независимый кон-
троль отклонения микрометрического столика при смещении от плоскопараллельного поло-
жения. Экспериментальные результаты приведены на рис. 5. Следует отметить, что привязка 
максимального значения амплитуды сигнала к модуляции опорного зеркала позволила опре-
делить систематическую погрешность, которая была учтена в общей погрешности измерений. 
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Рис. 5 

В ходе исследований был проведен сравнительный анализ экспериментальных результатов 
измерений расстояния до объекта (z) с независимыми данными (zа), полученными на аттесто-
ванном приборе: δz = Δz – Δza (рис. 6). В качестве аттестованного прибора использовался  
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индикатор линейных перемещений 1МИГ (ГОСТ 9696-75), имеющий погрешность измере-
ний 0,5 мкм.  

 z, мкм

0             20            40           60            80          100  zа, мкм 

2 

1 

0 

–1 

–2 
 

Рис. 6 

Заключение. Приведены результаты экспериментальных исследований диапазона из-
мерений, амплитуды выходного сигнала и погрешности измерений ИС. Сравнительный ана-
лиз показал, что ИС полностью удовлетворяет требованиям по контролю поверхностей кор-
пуса воздушного судна. Данное исследование может представлять интерес для авиационных 
технических служб аэропорта, осуществляющих контроль за летательным аппаратом, а также 
для оптического приборостроения. 
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