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Аннотация. Рассматривается задача синтеза наблюдателя вектора переменных состояния для класса ли-
нейных нестационарных систем с произвольной относительной степенью r в условиях внешних мультигармони-
ческих возмущений. Входной сигнал предполагается неизвестным. На первом этапе решения задачи синтезиру-
ется наблюдатель вектора переменных состояния по измерениям выходной переменной. Для его реализации 
требуется измерение r-й производной выходного сигнала. Для преодоления данного ограничения вводится 
вспомогательный наблюдатель, обеспечивающий оценку начальной ошибки наблюдения с использованием ме-
тода динамического расширения регрессора с конечным временем сходимости. На основе полученной оценки 
выполняется восстановление сигналов, требуемых для построения наблюдателя по выходу в виде авторегресион-
ной модели. Предложенный алгоритм обеспечивает оценку вектора состояния объекта по выходу за конечное 
время. Приведено строгое математическое доказательство полученных результатов. Представлены результаты 
компьютерного моделирования в программной среде MatLab Simulink, демонстрирующие эффективность и ра-
ботоспособность предложенного подхода. Разработанный алгоритм может быть применен в различных техни-
ческих системах для создания виртуальных датчиков и решения задач диагностирования.  
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Abstract. The problem of synthesizing an observer of a vector of state variables for a class of linear nonstationary 
systems with an arbitrary relative degree r under conditions of external multi-harmonic disturbances is considered. The 
input signal is assumed to be unknown. At the first stage of solving the problem, an observer of the vector of state va-
riables is synthesized from the measurements of the output variable. To implement it, it is necessary to measure the r-th 
derivative of the output signal. To overcome this limitation, an auxiliary observer is introduced, which provides an esti-
mate of the initial observation error using the method of dynamic expansion of the regressor with a finite convergence 
time. Based on the obtained estimate, the reconstruction of the signals required to construct an output observer in the 
form of an autoregressive model is carried out. The proposed algorithm provides an estimate of the state vector of an 
object based on output in a finite time. A rigorous mathematical proof of the obtained solution is given. The results of 
computer simulation in the MatLab Simulink software environment are presented, demonstrating the effectiveness and 
efficiency of the proposed approach. The developed algorithm can be used in various technical systems to create virtual 
sensors and solve diagnostic problems.  
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Введение. Построение наблюдателей вектора переменных состояния — одна из фунда-

ментальных задач в теории управления. Данной тематике посвящено большое количество ис-
следований, что обусловлено технологическими ограничениями при измерении переменных 
физических величин на практике (см., например [1—3]). Кроме того, значительное количест-
во реальных систем имеют нестационарные параметры, что не позволяет использовать из-
вестные классические подходы [4]. 

Наряду с этим наличие внешних факторов, таких как возмущения в канале управления и 
шумы измерений, приводит к отклонению измеряемых сигналов от реальных значений, что, в 
свою очередь, приводит к возникновению ошибок оценивания переменных вектора состоя-
ния. Синтез наблюдателей для нестационарных систем при неизвестных возмущениях в ка-
нале управления — достаточно сложная задача, одним из распространенных подходов к ре-
шению которой является сведение исходной модели объекта к линейной регрессии [5, 6]. При 
таком решении матрица системы предполагается заданной в канонической форме [7] или мо-
жет быть переписана как сумма некоторой известной и неизвестной постоянной матриц [8]. 
Преимущество такого подхода заключается в возможности идентификации неизвестных па-
раметров системы или внешних возмущений независимо от алгоритма управления. Это по-
зволяет комбинировать различные алгоритмы идентификации, управления и компенсации 
возмущений. Недостатком данного метода, препятствующего его применению, является не-
обходимость незатухающего возбуждения регрессора. Другой подход основан на использова-
нии наблюдателя по выходу (Unknown Input Observer — UIO) [9—11]. При этом внешние 
возмущения и нестационарные компоненты рассматриваются как неизвестный входной сиг-
нал, воздействующий на систему. Однако, как правило, построение таких наблюдателей воз-
можно только для линейных систем, относительная степень которых равна единице [12, 13]. 

Построение наблюдателей состояния по выходу для объектов с большей относительной 
степенью требует введения существенных ограничений, например измерения производных 
выходного сигнала системы [14—16]. 

В настоящей статье предложен новый подход, объединяющий идеи двух 
вышеупомянутых методов, что позволяет синтезировать наблюдатель вектора состояния по 
выходу для класса нестационарных систем с произвольной относительной степенью.  

Постановка задачи. Рассмотрим класс линейных одноканальных, подверженных влия-
нию возмущающих воздействий объектов управления вида 
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где   nt x   — неизмеримый вектор состояния;      Tu t t t θ x   — неизвестный вход-

ной сигнал, зависящий от вектора состояния;   nt θ   — вектор нестационарных парамет-

ров;  y t — измеряемый выходной сигнал объекта управления;  f t   — неизмеримое 

мультигармоническое возмущение; , ,A B C — известные постоянные матрицы соответствую-
щих размерностей; объект управления имеет относительную степень, равную r n , что озна-

чает 2 0r CB CA B . 
Введем следующие допущения. 
Д о п у щ е н и е  1. Количество гармоник в сигнале возмущения известно. 
Д о п у щ е н и е  2. Пары известных постоянных матриц  ,A B  и  ,A C  соответственно 

управляемы и наблюдаемы. 
Д о п у щ е н и е  3. Нестационарный параметр  tθ  является выходом линейного генера-

тора: 

       ;  ,t t t t θ Hξ ξ Γξ  

где   mt ξ   — вектор состояния генератора с неизвестными начальными условиями  0ξ , 

постоянные матрицы H  и Γ  известны. 
Цель работы заключается в построении наблюдателя вектора переменных состояния 

объекта (1), обеспечивающего выполнение следующих равенств: 

       ˆˆ 0, 0, 0,t t f t f t t      x x  

где  ˆ tx  — оценка вектора состояния,  f̂ t  — оценка возмущения,   — положительное 

число. 
Построение наблюдателя по выходу. Рассмотрим систему (1) с относительной 

степенью r n . Построим для нее наблюдатель состояния по выходу вида 

          ˆ ˆ ,rt t t y t  x Mx LCx G   (2) 

где матрицы M , L , G  обеспечивают выполнение следующих условий: 

 1 0,r B GCA B  (3) 

 .r M A GCA  (4) 

Введем ошибку наблюдения      ˆt t t x x x . Продифференцировав  tx  с учетом (1) 

и (2), получим ее динамическую модель: 

               ˆ rt t u t f t t t y t        x Ax B Mx LCx G   

   1ˆ .r ru f u f       Ax B Mx LCx GCA x GCA B  

Так как в (4) r M A GCA , то 

  1ˆ .r u f     x Mx Mx LCx B GCA B   

Обозначив  F M LC , получим 

   1 .rF u f   x x B GCA B   (5) 

Подставим выражения (3) в (5): 
    .t tx Fx   (6) 
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Очевидно, что если матрица F  гурвицева, то  tx  экспоненциально сходится к нулю.  

С другой стороны, для построения наблюдателя (2) требуется решить систему уравнений (3), 
(4). Данная система уравнений разрешима, если выполняется следующее условие: 

 1rank  rank .r CA B B  

Доказательство приведено в работе [17].  
Для уменьшения времени сходимости применим другой поход, использующий метод 

динамического расширения регрессора с конечным временем сходимости (FT DREM) [18]. 
Введем следующие вспомогательные переменные: 

 1
1 ˆ ,ry  z x G  

      1
1 1ˆ ˆ ,r r ry y y y y       z Mx LCx L G G F z G L  

 2
2 1 ,ry  z z FG  

       1 1 2
2 1 2 , r r ry y y y y        z F z G L FG F z FG L  

  
1

1 ,r
r r y

 z z F G  

  1 .r
r r y Ly  z F z F G  (7) 

Оценка вектора состояния примет вид 

    1 11
1ˆ .r rr

ry y y      x z G z F G G  (8) 

Решая (6) с учетом (7), (8), получаем 

    11[  ] 0 ,rr t
r y y e     Fx z F G G x  (9) 

где  0x  — начальная ошибка наблюдения. 

Умножив уравнение (9) на матрицу C , получим 
   11( ) 0 .rr t

ry y y e     FC z F G G C x  

Применив фильтр  1r  -го порядка 
1

1
1

1( )

r

rp





 

, где 
d

p
dt

  — оператор 

дифференцирования, получим следующее выражение: 

  1 1 1,Tq t  m k  (10) 

где  
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111
1 1
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q t y y y

p





         
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Fm C ,  1 0k x . 

Уравнение (10) имеет вид линейной регрессии. Используем метод FT DREM для 
определения значения  0x  [18]. После расширения системы (10) на 1n   уравнений путем 

применения к сигналам различных линейных фильтров первого порядка получим систему 
из n скалярных уравнений 

   1 1 1.t tq m k  
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Умножив уравнение на союзную матрицу   1аdj tm , получим, что каждый элемент 

вектора 1k  может быть определен с применением градиентного спуска: 

    1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ,i i i ik t t k      


 (11) 

где     1 1Δ dett t m ,     1 1 1adji t t  m q , или его финитной модификации для обеспече-

ния сходимости за конечное время: 

  
 

     *
1 1 1

1ˆ ˆ ˆ 0 ,
1

c
i i i ic

i

k t k t t k
t
     

 (12) 

где  
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i
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t t

        
 

 1 0,1 ,i   

       2
1 1 1 1 1 1, 0 1, 0.i i i i it t t          

На основе полученных уравнений сформулируем следующее утверждение. 
Утверждение 1. Пусть производные выходного сигнала доступны для измерения и сиг-

нал  1 2t L , тогда наблюдатель (2) с алгоритмом адаптации (10)—(12) обеспечивает оцен-

ку вектора состояния  tx  за конечное время. 

Синтез вспомогательного наблюдателя. Предложенный наблюдатель обеспечивает 
оценку вектора состояния при условии измерения производных выходного сигнала. Подста-
вив выражение для оценки  tx  в (1), с учетом допущения 3 получим 

    11 1r rr r
r ry y y y         z F G G A z F G G   

      11( ) 0 ,rr T t
r y y e f t    ΓB z F G G H ξ B  (13) 

где      0t
r rt t e  Fz z x ,    0tt e Γθ H ξ . 

В уравнении (13) присутствуют производные выходного сигнала, неизвестное внешнее 
возмущение и начальные условия  0ξ . Для решения проблемы, связанной неизмеримостью 

производных сигнала  y t , применим линейные фильтры r-го порядка и лемму о переста-

новках [19], что позволит исключить члены, содержащие  0ξ . Для упрощения дальнейшего 

изложения рассмотрим случай, когда относительная степень равна двум, а возмущение пред-
ставлено синусоидой. При этом уравнение (13) примет вид 

   2 2 2( ) 0 .T ty y y y y y e f        Γz FG G A z FG G B z FG G H ξ B     

Применим фильтр 
2
2

2
2( )p




 и лемму о перестановках [19]: 

 2

2

0T ty e
p

     
ΓB G H ξ  

       2 2

2 2 2

1
0 0T t T tp p

e y e y
p p p

                

Γ ΓB G H ξ G HΓ ξ  

       *2 2
1

2 2 2

1
0 0 .T t T tp p

y e y e S
p p p

                

Γ ΓB G H B G HΓ ξ B ξ  
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Перепишем данное уравнение в следующей форме: 

         * *2
2 0 1

2

0 ,q t S t S t f t
p

         
B ξ B  

где  

     
2
2

2 2 22
2( )

q t y y y y
p

         
z FG G A z FG G   , 

   
2

* 2
0 22

2( )

T tS t y e
p

   
  

Γz FG H ,    
2
2

2
2( )

f t f t
p


    

. 

Таким образом, путем применения фильтра к (13) после ряда преобразований получаем 
следующее выражение для системы с произвольной относительной степенью: 

            
1

0 1 11
0 ,

( ) ( )

r r

r rr r
q t S t S t S t f t

p p





  
               

B ξ B  (14) 

где 

       11 1

( )

r
r rr r

r r rr
q t y y y y

p

             
z F G G A z F G G   ,  

 * 1
0 ( )

( )

r
r T t

rr
S t y e

p
     

Γz F G H ,    
( )

r

r
f t f t

p


    

. 

Полученное уравнение в упрощенном виде выглядит следующим образом: 

        0 .r rq t S t f t B ξ B  (15) 

Далее, используя свойства синусоидального сигнала 

   2 2p f t f t  , 

где   — частота, перепишем уравнение (15):  

            2 20 0 .r r r rp q t S t q t S t         B ξ B ξ  (16) 

Для получения линейной регрессии из уравнения (16) потребуется только его первая 
строка. Умножим (16) на матрицу-строку B , такую что BB 1. Затем применим фильтр вто-

рого порядка 
2

2( )
r

rp




, где 0r  , и сгруппируем неизвестные члены для получения регрес-

сионного уравнения следующего вида: 

  * ,T
r r rq t  m k  (17) 

где 

   
2 2

*
2( )

r
r r

r

p
q t q t

p


    

B ,      
2 2 2 2

2 2 2
, 

( ) ( ) ( )
T r r r
r r r r

r r r

p
S t q t S t

p p p

                     
m ,  

   2 20 , , 0r
    k ξ ξ . 

На основе (17) могут быть сформированы оценки начальных условий вектора нестацио-

нарных параметров  ˆ 0ξ  и частоты возмущения ̂ . Переходные процессы оценивания могут 

иметь как асимптотический характер сходимости (метод градиентного спуска [20]), так и 
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сходимость за конечное время (метод FT DREM) [18]). Аналогично утверждению 1, предла-
гается использовать метод FT DREM.  

После расширения регрессии получим линейное уравнение вида 

    .r r rt tq m k  

Умножим уравнение на союзную матрицу   аdj r tm . Тогда каждый элемент вектора 

rk  определяется следующим образом: 

    ˆ ˆ ;ri ri r ri r rik t t k      


 (18) 

  
 

     * 1ˆ ˆ ˆ 0 ,
1

c
ri ri ri ric

ri

k t k t t k
t
     

 (19) 

где     detr rt t  m ;     adjri r rt t  m q ;  c
ri t  определяется через функцию 

   
   
, ;

;

 если

, если
ri ri ric

ri
ri ri ri

t
t

t t

        
 

 0,1ri  , 

       2 , 0 1, 0.ri ri r ri ri rit t t          

Сформулируем следующее утверждение. 
Утверждение 2. Пусть объект управления, описываемый уравнением (1), удовлетворяет 

допущениям 1—3, вектор состояния  tx  восстанавливается согласно утверждению 1 и сиг-

нал   2r t L . Тогда алгоритм (17)—(19) обеспечивает оценку начальных условий вектора 

нестационарных параметров  0ξ  и частоты внешнего возмущения за конечное время. 

Из уравнения (15) с учетом утверждения 2 получаем  

            1 20 sin cos ,T
r rf t q t S t a t a t      B ξ φ a  (20) 

где    sin ;cost t    φ ,  1 2a aa . 

Утверждение 2 обеспечивает оценку  f t  и  . Тогда линейное регрессионное уравне-

ние (20) может быть решено с помощью метода FT DREM для определения амплитуды воз-
мущения. Аналогично адаптивному алгоритму (10)—(12) или (17)—(19) амплитуда определя-
ется следующим образом:  

    ˆ ˆ ,i ai a ai a ia t t a      
  (21) 

  
 

     * 1
ˆ ˆ ˆ 0 .

1
c

i ai ai aic
ai

a t a t t a
t
     

 (22) 

С другой стороны, с учетом найденного в (21), (22) значения амплитуды вместе с (14) 
очевидно, что внешнее возмущение  f t  может быть восстановлено следующим образом: 

    ( )
.

r

r

p
f t f t

     
 (23) 

Отметим, что при известных параметрах  f t  его производные могут быть вычислены 

в силу гармонической природы сигнала. После определения всех нестационарных параметров 
и внешних возмущений несложно построить наблюдатель состояния для системы (1). Задача 
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может быть решена с использованием любого классического подхода, например с помощью 
наблюдателя Люенбергера. Для повышения эффективности и скорости сходимости наблюда-
теля состояния предлагается использовать подход, описанный в утверждении 1. 

Математическое моделирование. Для демонстрации работоспособности и 
эффективности предложенного подхода рассмотрим объект управления второго порядка с 
относительной степенью 2r  :  

         
   

;

,

Tt t t t f t

y t t

      
 

x Ax B θ x

Cx


 

где 
0 1

2 0

 
   

A , 
0

1

 
  
 

B ,  2 0C ,   1
0

1 

 
  
 

x ,   5sinf t t , параметр   1

2

T t
 

   
θ  гене-

рируется выходом линейного генератора с матрицами 
1 0

0 1

 
  
 

H , 0mΓ ,   0
0

1

 
   

ξ ;  

поскольку параметр 1  умножается на  y t , будем полагать, что значение 1 0   известно.  

Построим наблюдатель вида (2) с матрицами  
1

( ) ( )T T
   G B CAB CAB CAB , n T I GCA , M TA , 

 place( , , 0,5, 0,3 )T T T  L M C ,  F M LC  

при начальных условиях наблюдателя  2
3

0
3

 
  
 

z . 

Фильтры выберем следующим образом:  

1 2

1 2

10

10
a r

a rp p p p p

  
   

        
. 

Матрицу B  зададим как  1 1 . 

Параметры адаптивного алгоритма FT DREM выбраны следующим образом: 
6

1 2γ 10i i ai ri       , 1 2 0,98i i ai ri        . 

На рис. 1—3 показаны переходные процессы моделирования алгоритмов (10)—(12), 

(17)—(20) и (21)—(23): рис. 1, а, б — оценка вектора начальной ошибки наблюдения  ˆ 0x  и 

оценка ошибки вектора состояния  0x ; рис. 2, а, б — оценка вектора начальных условий ге-

нератора возмущения  ˆ 0ξ  и оценка частоты внешнего возмущения  ˆ t ;  

рис. 3, а, б — оценка внешнего возмущения  f̂ t  и ошибка оценки внешнего возмущения 

     ˆf t f t f t  .  
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Рис. 2 

 
Рис. 3 

Заключение. Рассмотрена задача синтеза наблюдателя по выходу для класса линейных 
нестационарных систем с внешним мультигармоническим возмущением. Преимуществом 
предложенного метода является возможность решения задачи наблюдения вектора состояния 
по выходу для объектов с произвольной относительной степенью. Представленный подход 
также обеспечивает идентификацию нестационарных параметров и возмущения. Работоспо-
собность рассмотренного подхода подтверждается результатами компьютерного моделиро-
вания. В дальнейшем представленное решение может быть расширено на класс объектов с 
нелинейностями или нестационарными параметрами, генератор которых неизвестен.  
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Аннотация. Исследуется динамика негладкого отображения с большим числом многообразий переклю-
чения, описывающего поведение однополярной широтно-импульсной системы управления энергообеспечением 
нагревательной установки (печи) для выращивания монокристаллов сапфира.  Показано, что такое отображение 
демонстрирует особый тип мультистабильности, когда в фазовом пространстве динамической системы сосуще-
ствуют несколько вложенных друг в друга притягивающих замкнутых инвариантных кривых, соответствующих 
устойчивым двухчастотным колебаниям. Результаты исследований важны для создания новых способов прогно-
зирования, обнаружения, подавления нерегулярных колебаний и катастрофических явлений, возникающих при 
вариации параметров и воздействии помех, а также для проектирования импульсных систем автоматического 
управления с заданными динамическими свойствами и прогнозируемой динамикой.  

Ключевые слова: мультистабильность, бифуркации граничного столкновения, негладкое непрерывное 
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Abstract. The dynamics of a non-smooth mapping with a large number of switching manifolds, which describes 
the behavior of a unipolar pulse-width control system for the energy supply of a heating installation (furnace) for growing 
sapphire single crystals, is studied. Such a mapping is shown to demonstrate a special type of multistability, when sev-
eral nested attractive closed invariant curves corresponding to stable two-frequency oscillations coexist in the phase 
space of the dynamic system. Results of the research are important for creating new methods of predicting, detecting, 
and suppressing irregular oscillations and catastrophic phenomena that arise when parameters vary and are exposed to 
interference, as well as for designing pulsed automatic control systems with specified dynamic properties and predictable 
dynamics.  
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Введение. Мультистабильность или одновременная устойчивость нескольких режимов  
широко распространенное явление в нелинейных динамических системах [13], которое 
проявляется в существовании нескольких устойчивых режимов при одних и тех же значениях 
параметров. 

Глобальная устойчивость является редким свойством нелинейных систем, поскольку из это-
го свойства вытекает, что существует единственный аттрактор, притягивающий все траектории 
фазового пространства. Реальные же системы демонстрируют мультистабильное поведение. 

В настоящей статье исследуется особый тип мультистабильности в негладких отобра-
жениях, когда сосуществуют несколько вложенных друг в друга притягивающих замкнутых 
инвариантных кривых, соответствующих устойчивым двухчастотным колебаниям. Изначаль-
но этот феномен был обнаружен авторами работ [46] в конкретном классе моделей  физи-
ческих систем и долгое время считался экзотическим примером динамического поведения.  
В [7] на примере кусочно-линейного непрерывного отображения (нормальной формы) пока-
зано, что этот вид мультистабильности — общее свойство широкого класса негладких дина-
мических систем (см. также [8]). 

Напомним, что негладкие отображения возникают при моделировании многих задач 
теории управления, механики, физики, биологии и медицины. Такие отображения „сшивают-
ся“ из отдельных гладких функций, области определения которых разделены так называемы-
ми многообразиями переключения. При вариации параметров неподвижная/периодическая 
точка дискретной системы (отображения) сталкивается с одним из многообразий переключе-
ния (бифуркации „граничного столкновения“ — Border Collision Bifurcations) [9, 10]. Это при-
водит к нарушению условий существования неподвижной/периодической точки и, как следствие, 
вызывает необычные нелинейные явления, например непрерывный переход от одного типа пе-
риодического движения к другому, „умножение“ периода колебаний, рождение из неподвижной 
точки хаотических режимов в результате единственной бифуркации [1113]. 

Бифуркации „граничного столкновения“ [9] не имеют аналогов в гладких системах и не 
связаны с нарушением условия гиперболичности неподвижной/периодической точки, поэто-
му они не поддаются анализу методами классической теории бифуркаций. 

Основная цель данной работы  изучение механизмов рождения и трансформаций  
вложенных друг в друга замкнутых инвариантных кривых в дискретной модели (негладкого 
непрерывного отображения) однополярной широтно-импульсной системы управления энер-
гообеспечением печи для выращивания монокристаллов сапфира. Подробное описание на-
гревательной установки (печи) приведено в [14]. 

Постановка задачи. Уравнение движения рассматриваемой системы  в безразмерной 
форме имеет следующий вид: 
 1 2( ( , , )); ( ( , , )); ( , , ) ( 1, , );x x S t x y y y S t x y S t x y S t x y          (1) 

здесь ( , , )S t x y  кусочно-постоянная функция: 

1 2 3 4 ,
4

S S S S
S

  
  

1 1 2 1 3 2 4 2sgn( ), sgn( ), sgn( ), sgn( );S S S S         

1 2 1 2( ), (1 ), ( ) ( ) , / ,
t t

q q q
t t t t x t y t   

                      
 

где      функция, выделяющая целую часть аргумента; физический смысл переменных 

, ,x y S  и параметров 1 2, , , ,q     пояснен в [14].  

Несложно доказать, что скользящих решений в системе (1) не может быть. Методика 
получения математических моделей рассматриваемого класса импульсных систем в безраз-
мерной форме (1) приведена в [14]. 
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Уравнения (1) сводятся к негладкому непрерывному отображению 2 2:F    вида  
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и области определения функций ( )( , ), ( , ), 1, 2, 3, 4, ( , )i
L RMF x y F x y i F x y  представлены как 
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Каждая из функций ( )( , ), ( , ), 1, 2, 3, 4i
L MF x y F x y i  , и ( , )RF x y    класса 1C и монотонна 

во всей своей области определения ( ), , 1, 2, 3, 4, .i
L RMS S i S  Границы этих областей называ-

ют многообразиями переключения, где производные первого порядка ( , )F x y  по x  и y  не 
существуют. 

Двухчастотные колебания и мультистабильность в негладких системах. Отображе-
ния вида (2) описывают двухчастотные колебания в негладких системах с мультистабильным 
поведением (см., например, [8]). 

Двухчастотные режимы широко распространены в природе и технике. Такие колебания 
характеризуются двумя независимыми частотами. В фазовом пространстве динамической 
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системы (2) двухчастотным колебаниям соответствует аттрактор в форме замкнутой инва-
риантной кривой. Характер движения на инвариантной кривой определяется числом враще-
ния, которое представляет собой отношение частот. Когда оно иррационально, инвариантная 
кривая плотно заполняется траекториями и динамика квазипериодична. При рациональном 
числе вращения на замкнутой кривой лежит пара периодических орбит: устойчивая и седло-
вая, а сама инвариантная кривая образована неустойчивыми многообразиями седловой орби-
ты. Это относится к случаю захвата частоты, когда происходит синхронизация колебаний с 
двумя независимыми частотами в одно периодическое колебание с общим периодом. Причем 
отношение частот постоянно и рационально на интервале значений параметров. 

Особенность мультистабильных систем заключается в высокой чувствительности к по-
мехам, которые могут приводить к непрогнозируемым изменениям динамики. Для мульти-
стабильных систем создана теория скрытых аттракторов [1517].  

Как известно [15], определение скрытых колебаний было введено для гладких автоном-
ных дифференциальных уравнений. Попытки ввести определение для дифференциальных урав-
нений с разрывной правой частью или отображений были предприняты в работах [6, 18, 19]. Од-
нако главная проблема исследования мультистабильности связана с поиском специальных 
инвариантных множеств, таких как репеллеры, седловые периодические орбиты [1517] 
вместе с их устойчивыми и неустойчивыми многообразиями. Устойчивые и неустойчивые 
инвариантные многообразия нельзя рассчитать ни аналитически, ни с помощью техники ли-
неаризации. К настоящему времени разработано несколько численных методов расчета ус-
тойчивых и неустойчивых инвариантных множеств [2028]. 

Стандартный подход к расчету инвариантных многообразий заключается в итерации 
так называемой фундаментальной области, когда итерируется локальная область седловой 
периодической орбиты [20, 29, 30]. Ограничимся упрощенным описанием подхода (детали 
см. в [20, 30]). 

Идея такого подхода состоит в следующем [20, 30]. Обозначим через n , 0n  и n , 

0n n n n      число мультипликаторов 1 2, ,..., n    седловой периодической точки 0x  

периода m : 0 0( ) ,mF x x  0 0( ) ,kF x x  1 ,k m   лежащих внутри, на границе и вне единич-

ного круга соответственно. Напомним, что собственные значения 1 2, ,..., n    матрицы моно-

дромии называются мультипликаторами периодической точки 0x . 

Подпространство собственных векторов матрицы монодромии, для которых 1  , на-

зывается устойчивым sE  и неустойчивым uE  для 1   [30]. 

Пусть 2
0 0 0 0, ( , )x y  x x   гиперболическая седловая периодическая точка 

0n n    на фазовой плоскости (2); здесь „ “  знак транспонирования матрицы. Тогда 

1n n   , так что существуют один вещественный мультипликатор, например, 1 1  , а 

другой  тоже вещественный 2 1  . В этом случае имеются два инвариантных многообра-

зия, проходящие через 0x , а именно: одномерное неустойчивое многообразие, образованное 

орбитами, сходящимися к 0x  при итерации 1F  , и одномерное устойчивое многообразие, 

образованное множеством орбит, сходящихся к 0x  при итерации F . 

Для расчета неустойчивого многообразия из седловой периодической точки 0x  откла-

дывается N  эквидистантных точек с малым шагом вдоль uE . Затем каждая из таких точек 
поочередно выбирается в качестве начальной и производится большое число итераций 

: , 1,2,..., .kF F k M  Устойчивое многообразие вычисляется аналогично как неустойчивое 
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многообразие обратной функции  , 1, 2,..., ,kF k M   т.е. путем итерации обратной функ-

ции в локальной области седлового цикла вдоль sE ; здесь ,N M    множество целых 
чисел без нуля. 

В [23] предложен численный метод расчета устойчивых одномерных инвариантных 
многообразий двумерных отображений, не требующий определения обратной функции или 
ее аппроксимации. Это так называемый „Search Circle (SC)“-алгоритм [23]. Такой подход 
особенно важен в случае, когда нельзя получить отображение Пуанкаре аналитически для за-
данного векторного поля. Его можно использовать и в случае, когда отображение необрати-
мо. Метод реализован в виде прикладной программы в пакете DsTool и в настоящее время 
является одним из эффективных в своем классе. 

Численный алгоритм расчета одномерных устойчивых инвариантных многообразий 
седловых периодических орбит негладких непрерывных отображений предложен в [29]. Ос-
нову алгоритма составляет оригинальный метод построения обратной функции, состоящий в 
сведении этой задачи к численному решению скалярного уравнения независимо от порядка 
модели. Такой метод позволяет исключить необходимость решения систем нелинейных 
уравнений и преодолеть при этом вычислительные проблемы. В отличие от „Search Circle 
(SC)“-алгоритма [23], он обобщается на модели произвольного порядка, когда требуется рас-
чет, например, двумерных инвариантных многообразий.  

Следует отметить, что этот подход был реализован и опробован авторами для частного 
класса негладких непрерывных отображений с двумя многообразиями переключения [29], а 
также удалось обобщить его на негладкие непрерывные отображения  с произвольным числом 
многообразий переключения. Кроме того, алгоритм, построенный на базе такого подхода, мож-
но применить, как и [23], для необратимых негладких отображений. Эти результаты нигде не 
опубликованы, поэтому в представленной статье приведена только ссылка на работу [8], в ко-
торой расчет инвариантных многообразий выполнен с помощью указанного алгоритма.  

И наконец, несколько слов об одной из самых сложных задач — задаче нахождения пе-
риодических движений [1517]. Устойчивые и седловые периодические движения рассчи-
тывались с помощью алгоритма, который базируется на процедуре сканирования выбранной 
области фазового пространства с переменным шагом для локализации решений уравнения 
неподвижной/периодической точки. Затем каждое локализованное решение уточняется ите-
рационным методом Ньютона — Рафсона с заданной точностью. Алгоритм применялся при 
решении большого числа задач. 

Бифуркационный анализ. Исследования проводились при следующих значениях па-
раметров: 1 20,3125, 0,03125, 13,727882855, 7,0, 19,0 21,0.q             На рис. 1 

изображена бифуркационная диаграмма, рассчитанная численно для 19,0 21,0    и 
7,0  . Диаграмма иллюстрирует основные стадии рождения и трансформаций сосущест-

вующих аттракторов и рассчитывалась с помощью специального алгоритма. Для каждого 
значения варьируемого параметра   поиск аттракторов проводился при начальных условиях, 
генерируемых случайно, а также при начальных условиях, соответствующих точкам фазового 
пространства системы (2), лежащим на траекториях аттракторов, найденных на предыдущем 
значении  . 

Алгоритм включает процедуры по определению направления изменения параметра    
(в сторону возрастания или убывания) в пределах заданного диапазона  его вариации и дина-
мического изменения числа начальных условий, генерируемых случайно, которое учитывает 
информацию об аттракторах, найденных на предыдущих шагах вариации  . 
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рис. 1 

Бифуркационная диаграмма (см. рис. 1) содержит несколько ветвей. Ветвь, которая на-
чинается с неподвижной точки, назовем основной. При увеличении   возникает устойчивая 
замкнутая инвариантная кривая через суперкритическую бифуркацию Неймарка — Сакера в 
точке NS  из теряющей устойчивость неподвижной точки (см. первую ветвь на рис. 1). Вто-

рая ветвь возникает жестко через седло-узловую квазипериодическую бифуркацию [30] в 

точке 1
QFold , при которой рождается пара замкнутых инвариантных кривых  устойчивая и 

неустойчивая. До точки бифуркации NS  устойчивая инвариантная кривая сосуществует с 

устойчивой неподвижной точкой и другим аттрактором, который в зависимости от парамет-
ров может быть периодическим, квазипериодическим или хаотическим. 

На рис. 2, a показан фазовый портрет отображения для значения 19,87  , правее от 

точки бифуркации Неймарка — Сакера NS . Фазовый портрет иллюстрирует случай сосуще-

ствования трех аттракторов, два из которых  устойчивые замкнутые кривые, а третий  
устойчивая периодическая орбита с периодом 15. Границей бассейнов притяжения сосущест-
вующих инвариантных кривых (в отображениях на плоскости) является неустойчивая замк-
нутая кривая с периодической динамикой. Как и в [23], для наглядности фазовые портреты 
приводятся в исходных переменных 1 2254,95( ), 7,967361( )x x y x x y     , где 1x   тем-

пература нагревательной установки в точке измерения, 2x   производная 1x  по времени t . 

Пять вертикальных линий на фазовых портретах соответствуют многообразиям переключения. 

 
Рис. 2 
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Как видно из рис. 2, a, бассейны притяжения замкнутой резонансной инвариантной 
кривой и устойчивого 15-го цикла (обозначен светло-малиновым цветом на рис. 2, аг) раз-
делены неустойчивой замкнутой кривой, которая образована устойчивыми многообразиями 
седлового 7-го цикла и точками 7-го цикла, имеющего тип неустойчивого фокуса. Бассейны 
же притяжения замкнутой инвариантной кривой с квазипериодической динамикой, возни-
кающей через бифуркацию Неймарка — Сакера (см. основную ветвь на рис. 1), и резонанс-
ной кривой периода 7 (вторая зеленая ветвь на рис. 1) разделены другой неустойчивой инва-
риантной кривой. Неустойчивая замкнутая кривая образована устойчивыми многообразиями 
седлового 7-го цикла и точками неустойчивого 7-го цикла (репеллера) другого типа. Устой-
чивая замкнутая инвариантная кривая с периодической динамикой (резонансная кривая пе-
риода 7) образована неустойчивыми многообразиями седлового 7-го цикла. 

При дальнейшем увеличении   неустойчивая замкнутая кривая с периодической дина-
микой становится неустойчивой квазипериодической (зеленая кривая на рис. 2, б, 20,0  ) 
через бифуркацию „граничного столкновения“. Затем, с увеличением  , аналогичную би-
фуркацию претерпевает устойчивая замкнутая кривая с периодической динамикой. В резуль-
тате такой бифуркации она становится устойчивой кривой с квазипериодической динамикой 
(рис. 2, в, 20,12  ). Бассейны притяжения сосуществующих квазипериодических аттракто-
ров разделены неустойчивой квазипериодической инвариантной кривой, которая на рис. 2, в 
не показана (см. также замкнутую кривую, выделенную на рис. 2, б зеленым цветом). 

И наконец, устойчивая (темно-малиновая на рис. 2, в), принадлежащая первой ветви 
бифуркационной диаграммы, и неустойчивая (зеленая на рис. 2, б) квазипериодические замк-
нутые кривые исчезают через седло-узловую квазипериодическую бифуркацию [30] при 

2
QFold . На рис. 2, г, 20,176165  , приведен фазовый портрет отображения после этой би-

фуркации, когда отображение демонстрирует бистабильную динамику: квазипериодический 
аттрактор второй ветви, который на бифуркационной диаграмме выделен зеленым цветом, 
сосуществует с устойчивым периодическим решением периода 15. Границей бассейнов при-
тяжения сосуществующих аттракторов является неустойчивая периодическая замкнутая кри-
вая. 

Заключение. Выполнен бифуркационный анализ негладкого отображения с большим 
числом многообразий переключения с мультистабильной динамикой. Это отображение явля-
ется дискретной моделью однополярной широтно-импульсной системы управления энерго-
обеспечением печи для выращивания кристаллов искусственного сапфира. 

Показано, что отображение демонстрирует особый тип мультистабильного поведения, 
когда в фазовом пространстве сосуществуют несколько вложенных друг в друга замкнутых 
инвариантных кривых, соответствующих двухчастотным колебаниям. 

Исследованы механизмы рождения и исчезновения сосуществующих замкнутых инвари-
антных кривых через суперкритическую бифуркацию Неймарка — Сакера, последовательность 
бифуркаций граничного столкновения и квазипериодической седло-узловой бифуркации. 
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Аннотация. Рассматривается задача параметрического синтеза законов управления непрерывными сис-
темами автоматического управления с распределенным параметрами. В качестве математического аппарата для 
решения задачи применяется метод разделения переменных для реализации перехода от дифференциальных 
уравнений в частных производных к обыкновенным дифференциальным уравнениям с целью распространения 
обобщенного метода Галеркина на новый класс систем с распределенными параметрами.  
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Синтез параметров систем автоматического управления (САУ) сложными техническими 
объектами является актуальной инженерно-технической задачей, что обусловлено прогрессив-
ным развитием электромеханических, электроэнергетических, а также робототехнических ки-
берфизических систем, проектируемых и внедряемых в разных областях науки и техники [1, 2]. 

Поскольку речь идет о системах с распределенными параметрами, задача их реализа-
ции, в отличие от реализации систем с сосредоточенными параметрами, имеет ряд особенно-
стей, связанных с построением математической модели. Главная особенность задачи реали-
зации САУ с распределенными параметрами — учет пространственной протяженности 
управляемого объекта, что влечет за собой описание не только во времени, но и в простран-
стве. Следствием особенности описания объекта можно считать тот факт, что САУ с распре-
деленными параметрами описываются дифференциальными уравнениями в частных произ-
водных (далее — ДУ ЧП), интегральными, а также интегродифференциальными уравнения-
ми, что приводит к трудностям в расчетах и построении математической модели объекта. 

Наиболее распространенным методом синтеза САУ является обобщенный метод Галер-
кина [3—7]. Однако указанный метод не позволяет решить задачу синтеза САУ, используя 
уравнения в частных производных. С целью упрощения обобщенного метода Галеркина и 
распространения его на системы с распределенными параметрами рассмотрим классический 
пример перехода от ДУ ЧП к обыкновенным дифференциальным уравнениям и использова-
ние данного метода [5—11] в уравнении перехода. 

Для решения поставленной задачи рассмотрим процедуру синтеза системы управления 
объектом с распределенными параметрами с обратной связью на примере процесса нагрева 
стержня в печи. В отличие от систем с сосредоточенными параметрами, где используются 
обыкновенные дифференциальные уравнения, в системах с распределенными параметрами 
задача осложняется учетом нескольких переменных в пространстве состояний, что связано с 
рядом сложностей и, как следствие, с недостаточной изученностью данного класса систем, а 
также с отсутствием эффективного математического аппарата для своевременного принятия 
решения. 

Поскольку исследуется непрерывная система, содержащая обратную связь, необходимо 
и достаточно рассмотреть управление процессом нагрева стержня с использованием текущей 
и предыдущей по времени обратной связи [12]. Используя данные из работы [12], выполним 
переход от ДУ ЧП к обыкновенным дифференциальным уравнениям [13]. Для этого необхо-

димо в двумерной области   , , 0D x t a x b t   
 
решить дифференциальное уравнение 

2
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и начального условия 
( ,0) ( ).u x f x  

В случае если значения функций K, β, g, a2, b2 не зависят от времени t, необходимо за-
дать K(x), K>0, β(x), g(x), f(x) и численные значения параметров a, b, a0, a1, a2, b0, b1, b2, c1, c2, 
c3, c4: 
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Таким образом, 
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Для наглядности введем момент времени, в течение которого необходимо провести ис-
следование: T=1 с. 

Далее необходимо получить точное решение U(x, t) с помощью разложения функции в 
ряд Фурье. При условии, что β(x)=0, (x)=0, K(x)=c1=const, используем метод разделения пе-
ременных [14]: 
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Таким образом, однородное уравнение представим в виде неоднородного, при этом для 
Q изменим граничные условия: 
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2

(0) (0)
( ,0) ( ) ( ,0) (0) (0) ( ,0) (0),U x f x Q x f x Q x x

b

 
        

т.е. начальные условия для функции Q примут следующий вид: 

 
0

2

2 2

(0) (0)
( ,0) ( ) (0),

( , ) 0,  Q( , ) 0.

Q x f x x
b

Q a t b t

 
  

 
 (3) 

Далее получим уравнение 

( , ) ( , ) ( , ),Q x t U x t V x t   

разделив правую часть которого и граничные условия (3) на разные функции, получим два 
уравнения, являющиеся решением одного и того же уравнения, т.е. получим однородное 
уравнение 

2
2

2

U U
K

t x

 


 
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и неоднородное уравнение 
2

2
2

'( ) '( ).
V V

K f t x t
t x

 
  

 
 

После подстановки в последнее системы (2) имеем 
2

2
2

2

'( ) '( )
'( ),

V V t t
K x t

t bx

   
  

 
 

при этом 

0
2

(0) (0)
( ,0) ( ) (0),U x f x x

b

 
  

 
( ,0) 0.V x   

В результате получим 
2 2

2 2
2 2

2

2
2

2
2

( ) '( ) '( )
'( )

'( ) '( )
'( ),

Q U V U V t t
K K x t

t t bx x

Q t t
K x t

bx

      
     

   

  
  



 

причем  

0
2

(0) (0)
( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ) (0)Q x U x V x f x x

b

 
      

с учетом нулевых граничных условий 2 2 2 2( , ) 0,  ( , ) 0,  ( , ) 0,  ( , ) 0.U a t U b t V a t V b t     

Согласно начальным условиям 
 2 2( , ) (0) ( ) 0; ( , ) ( ) ( ) 0,U a t A B t U b t A х B t     (4) 

функция B(t) не может быть равна нулю, тогда U всегда будет равно нулю. Таким образом, 
получим 

A(a2)=0, A(b2)=0. 
Далее разделим функции (4) на две части: 

( , ) ( ) ( );U x t A x B t   
2( ) '( ) ''( ) ( );A x B t K A x B t  

2

'( ) ''( )
,

( )( )

B t A x
M

A xK B t
 

  
''( ) ( ) 0.A x MA x   

Поскольку экспонента не может быть линейной, то 

2

( ) sink
kx

A x
b

 
  

 
, 

где 
2

2

,
k

M
b

 
  

 
 так как 

2
,

k
M

b


  причем .k   

Таким образом, k не может быть равно нулю и не может быть отрицательным, так как 

M  положительный. Поскольку 
2

' 2

2

( ) ( );k k
kK

B MK t B t
b

 
    

    

2

2

exp ,k
kK

B t
b

      
   

 

то соответственно 
2

2 2 2 2

( , ) exp sin .k
kK kx

U x t t
a b a b

                 
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Так как данное уравнение линейное, то решение существует; умножая уравнение на лю-
бой числовой множитель и суммируя с другим таким же решением, получаем 

2
1

2 2 2 21

( , ) exp sin .k
k

kc kx
U x t A t

a b a b





                 
  

Поскольку начальное значение 0
2

(0) (0)
( ,0) ( ) (0),U x f x x

b

 
  

 
то 

2 2

0 1 2
1

( , ) ( , ) exp sin .
( )

M

k
k

k k x
U x t U x t A c t

b ab a

              
  

Далее необходимо задать количество слагаемых, при которых точность решения в отно-
сительных единицах будет иметь большее приближение; так, при M=3 с точностью до 0,001 
зададим значение, превышающее данный параметр, например M=30. При a1=0, b1=0 функцию 
U0(x, t) можно представить в виде  

 2 0 0 20 2 2 0
0

0 0 0 0

( ) ,
( ) ( )

b a b a xb a b b a a
U x

a b b a a b b a


 

    
0 ( ) 1.U x   

Вычислим значения коэффициентов Аk, 1, :k M  

 2 1 0
2

( ) ( ) sin ,
b

i
a

ix
A f x U x dx

b a b a
      

   

1, ,i M  

2
2

0
( 1)

( ) ( ) .
2

x x
f x U x x

 
   


 

В этом случае получим точное решение U(x, t) вида 

 

2 2

0 2 1 1 2
1

( , ) ( ) exp sin .
M

T k
k

k k x
U x t U x A c t

b ab a




                 
  

Определим матрицу U1 точного решения, разделяя отрезок [a,b] на десять частей при t, 
равном 0; 0,1 T; 0,2T; ..., T: 

1 , ( ) , ;
10 10i j T
i jT

U U a b a       
0,10,i    0,10,j    

тогда 

5
1

1 1 1 1 1

0,64 0,674 0,698 0,717 0,733

0,36 0,4 0,435 0,467 0,496

0,16 0,2 0,239 0,277 0,313

0,04 0,08 0,12 0,159 0,198

1,899 10 0,04 0,08 0,12 0,159

0,04 0,08 0,12 0,159 0,198

0,16 0,2 0,239 0,277 0,313

0,36 0,4 0,435 0,467 0,496

0,64 0,67

U    .

4 0,698 0,717 0,733

1 1 1 1 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
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Введем переменную n=2, которая представляет собой количество решений. Получим 
график точного решения (рис. 1) при t=T. 

 
Рис. 1  

Далее необходимо получить приближенное решение. Будем использовать приближен-
ные функции  

0( , ) ( ) ( ),kV k x x a x b      1, ,k n  

которые необходимо нормировать при 

 21 0( , ) ,
b

i
a

VV V i x dx  
  

1, ,i n  

после чего получаем нормированные приближенные решения: 

0 0 2 2 0 2 0 0 2

1 0 0 0 0

( , )
( , ) если 0, , ,

( ) ( )k

V k x b a b b a a b a b a
V k x k

VV a b b a a b b a

  
     

 

.(0, 1)V x   
Определим значения двух первых производных нормированного приближенного ре-

шения: 
1

2 0 0 2
1

1 0 0

1

2
1

( ) ( ) ( )
( , ) если 0, , ,

( )

2 ( ) ( ) ( )
( , ) если 0, ,0 .

k k

k

k k

k

b a b ax a x b k x a
V k x k

VV a b b a

k x a x b k x a
V k x k

VV









     
  

  
    

  
  

 

Далее введем систему приближенных функций 
( , ) ( , ).W k x V k x  

Для получения передаточной функции объекта управления с распределенными пара-
метрами введем в рассмотрение матрицы, элементы которых являются коэффициентами сис-
темы ДУ: 

.
d

A H CH B
dt

    
 

 

Для нахождения функций Hk(t) с начальными условиями AH(0)=D1 при 1, ,i n  1,j n  
можно записать: 

1 2 1( ) ( ,0) ( ) (0, ) (0) (0, ) ( ) ( , ) ;
b

i
a

d
B K x V x K x V x V x g x W i x dx

dx
     
   

3 

2 

1 

0                     1                2                3 х  

UT(x, T)
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1, 1 ( , ) ( , ) ;
b

i j
a

A V j x W i x dx     

2

1, 1 2
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ,

b

i j
a

d d d
C K x V j x K x V j x x V j x dx W i x dx

dx dxdx
 

        
    

  

1 1 ( ( ) (0, )) ( , ) .
b

i
a

D f x V x W i x dx    

Зададим матричную систему дифференциальных уравнений в виде  

1 1,
d

H A H B
dt

   

1
1A A C  

с учетом начальных условий 

2(0) ;H D   
1

1 ,B A B   
1

2 1.D A D  

Таким образом, получено решение системы дифференциальных уравнений 
H=D2; 

D(t, H)=A1+B1, 

1

2
,

2,454
( )

1,504
( )

.2,198
...

1,751
( )

0,665

n k

n

H T

H T
Y

H T

 
   
   
     
   
   
    

 

Решение имеет следующий вид: 
U(x, 1) =U0(x) + 2,454U1(x)ꞏ1,504U2(x) – 2,198U3(x)ꞏ1,751U4(x) – 0,665U5(x), 

а приближенное решение — вид 

 ,
1

( ) (0, ) ( , ) .
n

n k
k

U x V x V k x Y


   

На рис. 2, а представлены полученные графики приближенного U(x) и точного UT(x, T) 
решений (кривые 1 и 2 соответственно) при n=2.  

Для наглядности на рис. 2, б показан аналогичный график при n=3.  

 
Рис. 2 

Как видно из графиков, при заданном количестве решений приближенное и точное ре-
шения совпадают, что является необходимым при реализации перехода от ДУ ЧП к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям.  

UT(x, T), 
U(x)  

2 

1 

0                     1                    2                   3 х  

2 

1 

а) 

UT(x, T),
U(x) 

4 

2 

0 

0           1           2            3           4  х  

2 

1 

б) 
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Размерность матрицы A и точность вычисления приближенного решения задаются па-
раметром п.  

Поскольку решение удовлетворяет заданным параметрам, используем полученные мат-
рицы пространства состояний A, B, C для нахождения передаточной функции системы авто-
матического управления с распределенными параметрами:  

 1 0,935 0
,  ,  0,101 0,095 .

0,935 1 1
A B C

   
       
   

 

Найдем передаточную функцию объекта управления с распределенными параметрами, 
заданную матрицами 

   
1

1 1 2 1
р.п 1 2

3 4 2

1 1 2 2 1 1 4 2 3 1 2 1 2 2 2 1
2

1 4 1 4 2 3

0
( )

0

.

a a bp
W p C pI A B c c

a a bp

b c p b c p b c a c a b b c a b c a

p a p a p a a a a


      

           
     

    


   

 

Таким образом, передаточная функция звена с распределенными параметрами 

р.п 2

0,095 0,1894
( ) .

2 1,8742

p
W p

p p

 


 
 

В задаче синтеза параметров технических систем обобщенным методом Галеркина 
предполагается, что структура и параметры синтезируемой САУ известны. Структура регуля-
тора САУ задается в общем виде и определяется из условия приближенного обеспечения за-
данных показателей качества работы системы в переходном режиме (Tп.п — время переходно-
го процесса, σ — перерегулирование, μ — колебательность). Устойчивость и грубость САУ 
определяются варьируемыми параметрами системы.  

Используя схему САУ из работы [7], внесем изменения в объект управления. Объектом 
управления будем считать стержень, нагреваемый в печи. Структурная схема, моделирующая 
непрерывную систему автоматического управления процессом нагрева стержня в печи, пред-
ставлена на рис. 3. 

 
Рис. 3  

САУ, состоящая из ПИД-регулятора объекта управления, описывается относительно 
координаты выхода следующим ДУ: 

 
 
 

2
1 1 4 1 4 2 3

2
1 1 2 1 1 1 1 1 2 2 1 1 4 2 3 1 2 1 2 2 2 1

2
1 1 2 1 1 1 1 1 2 2 1 1 4 2 3 1 2 1 2 2 2 1

2
1 1 2 1 1 1

( )

( ) ( )

( ) ( )

0,01( ) ( ).

T p p a p a p a a a a z t

K T T p K T p K b c p b c p b c c c a b b c a b c a z t

K T T p K T p K b c p b c p b c c c a b b c a b c a f t

K T T p K T p K f t

    

        

        

  

 

Уравнение движения, описывающее динамику представленной системы управления, 
имеет следующий вид:  

   , ( ) ( ) ( ) , ( ),k kQ c D x t f p x t S c D f t   

где ( )x t  — координата выхода системы с распределенными параметрами; ( )f t  — сигнал на вхо-

де системы управления; сk — варьируемые параметры; 
2

0 1 2
2

1 2

...( )
( )  

( ) ...

a a p a pp
f p

p b p b p

  
 
  

 — 

K1(T1T2p
2+ T1p+1) 

T1p 

f(t) x(t) z(t) 
Wр.п(p) 
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обобщенные полиномы САУ с распределенными параметрами [15];    , , ,k kQ c D S c D
 
— по-

линомы оператора обобщенного дифференцирования D. 
В ходе решения поставленной задачи параметрического синтеза необходимо опреде-

лить положительные значения варьируемых параметров, которые будут обеспечивать в сис-
теме перерегулирование на уровне σ≤16 % при f(t)=1(t) переходном процессе и времени зату-
хания Tп.п ≤10 с с сохранением устойчивости. 

Исходя из заданных показателей качества работы системы в переходном режиме в соот-
ветствии с рекомендациями, изложенными в [7], были определены параметры желаемого 
программного движения:  

0
1 0( ) cos( ),t

yx t x H e t     

где 1 01; 1,105; 10; 21 рад/c; 0, 454 рад.yx H         

Графики переходных процессов системы представлены на рис. 4, где кривая 1 соответст-
вует желаемому программному движению, кривая 2 — полученному переходному процессу. 

 
Рис. 4  

В результате решения поставленной задачи синтеза обобщенным методом Галеркина 
были получены следующие значения варьируемых параметров ПИД-регулятора: T1 =0,51 с,  
T2 =0,12 с, K1 =0,244. Полученный график переходного процесса показывает, что найденные 
параметры приближенно обеспечивают заданные показатели качества работы САУ в пере-
ходном режиме. 

Таким образом, выполнена задача распространения обобщенного метода Галеркина на 
новый класс систем с распределенными параметрами. Используя указанный метод реализа-
ции перехода от ДУ ЧП к обыкновенным дифференциальным уравнениям, можно значитель-
но упростить процесс решения задачи параметрического синтеза САУ с распределенными 
параметрами. 
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ  
ГЛУБИНЫ ПОГРУЖЕНИЯ ПОДВОДНОГО АППАРАТА  

НА БАЗЕ ПРОЦЕДУРЫ  
ДИНАМИЧЕСКОГО РАСШИРЕНИЯ И СМЕШИВАНИЯ РЕГРЕССОРА  
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Аннотация. Представлено решение задачи оценивания параметров динамической модели глубины по-
гружения необитаемого подводного аппарата. Для решения задачи предложен новый закон идентификации, ос-
нованный на процедуре динамического расширения и смешивания регрессора и алгоритме усреднения оценок 
неизвестных параметров. Полученная модель с идентифицированными параметрами с достаточной точностью 
аппроксимирует динамику глубины погружения реального аппарата и подходит для дальнейшего расчета на ее 
основе робастных типовых регуляторов.  
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Abstract. A solution to the problem of estimating the parameters of a dynamic model of the diving depth of an un-

inhabited underwater vehicle is presented. To solve the problem, a new identification law is proposed, based on the pro-
cedure of dynamic expansion and mixing of the regressor and an algorithm for averaging estimates of unknown parame-
ters. The resulting model with identified parameters approximates the dynamics of the immersion depth of a real appara-
tus with sufficient accuracy and is suitable for further calculation of robust standard controllers based on it. 
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Введение. К сожалению, консерватизм специалистов в области прикладной теории ав-

томатического управления затрудняет процесс интеграции современных и эффективных ал-
горитмов адаптивного и нелинейного управления в реальные системы регулирования.  
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В таких условиях при проектировании систем управления для новых даже сильно нелиней-
ных и нестационарных объектов приходится довольствоваться недостаточно эффективными 
классическими законами управления (ПИ-, ПИД-, в лучшем случае — многостепенной ПИД) 
и выбирать их параметры устоявшимися эвристическими и полуэвристическими методами 
[1—5]. Однако расчет параметров даже таких простых регуляторов по заданным показателям 
качества переходных процессов часто оказывается невозможен без знания хотя бы прибли-
женной линейной модели системы, что приводит к необходимости решения задачи парамет-
рической идентификации. 

На практике для этого обычно применяют методы идентификации параметров частот-
ной передаточной функции системы [6, 7], в соответствии с которыми для получения при-
ближенной линейной модели системы выполняется аппроксимация полученных эксперимен-
тально частотных характеристик, снятых путем многократного воздействия на вход системы 
с помощью гармонических тестовых сигналов с различными частотами. Но многократная по-
дача на реальную систему тестовых воздействий может быть недопустима, особенно для не-
устойчивых и существенно нелинейных систем, а кроме того, для сильно инерционных сис-
тем снятие даже одной частотной характеристики может занимать до суток, что неприемлемо 
и кратно увеличивает затраты времени на проектирование системы управления. 

С другой стороны, современные методы параметрической идентификации динамиче-
ских систем во временной области [8, 9] не требуют многократных и продолжительных экс-
периментов, как и подачи на вход системы различных тестовых воздействий. Задача решает-
ся по результатам всего одного эксперимента с тестовым сигналом с большим числом частот 
(для линейной системы n-го порядка необходимо и достаточно иметь n частот в испытатель-
ном сигнале). Более того, современные алгоритмы идентификации с ослабленными условия-
ми параметрической сходимости [8—11] часто вовсе не требуют внедрения тестовых сигна-
лов, а позволяют определять точные значения параметров системы на ее естественных траек-
ториях или же в процессе отработки ступенчатого испытательного/задающего воздействия. 
Другими значительными преимуществами методов идентификации во временной области яв-
ляются: 1) применимость данных алгоритмов идентификации для оценивания параметров не-
линейных динамических систем [12]; 2) возможность использования алгоритмов идентифи-
кации в автономном и автоматическом режиме [9], что позволяет строить непрямые адаптив-
ные системы управления. В то время как классические методы частотной идентификации [6, 
7], к сожалению, позволяют восстанавливать параметры только линейной аппроксимации не-
линейной системы и являются офлайн-алгоритмами, т.е. требуют наличия человека для обра-
ботки экспериментальных данных. 

Настоящая статья имеет две основные цели. Первая — продемонстрировать эффектив-
ность современных методов параметрической идентификации в применении к решению при-
кладных задач проектирования систем управления. Вторая и основная задача — идентифика-
ция параметров математической модели глубины погружения необитаемого подводного ап-
парата (НПА) „Водяной“ конструкторской разработки Института проблем управления РАН 
(Москва) [13].  

Постановка задачи. Для решения задачи идентификации параметров математической 
модели глубины погружения НПА „Водяной“ (рис. 1) данная модель в инерциальной системе 
координат может быть представлена в следующем виде [14]: 

 

     1
,z bz t u t f t

m
     (1) 

где  z t  — глубина,  zu t
 
— управляющее воздействие,  bf t  — сила, возникающая в ре-

зультате действия гравитации, выталкивающей силы и возмущений, m  — масса аппарата; 
сигналы    , z t z t  и  zu t

 
считаются доступными для измерения.  
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Рис. 1 

Следуя классическим методам линейной теории автоматического управления, примем 
следующее допущение. 

Д о п у щ е н и е . Система (1) с достаточной точностью может быть описана линейной 
динамической моделью 2-го порядка: 
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где 1 2 3, ,     — неизвестные параметры,  t  — ограниченная ошибка аппроксимации воз-

мущения  bf t  слагаемым     1
3 1 2z t z t     ,   2x t R  — доступные для измерения коор-

динаты состояния. 

Требуется определить функцию 2 3:  w R R R  , такую что алгоритм идентификации 

 

   ˆ ,  zt w x u 
 (3) 

гарантирует выполнение предельного равенства 

 

 ˆlim 0,
t

t


    (4) 

где  1 2 3
T      — обобщенный вектор неизвестных параметров. 

Метод решения. Для получения алгоритма идентификации параметров системы (2) на 
базе процедуры динамического расширения и смешивания регрессора выполним параметри-
зацию скалярных регрессионных уравнений относительно i . 

Лемма. Параметр i  удовлетворяет линейному регрессионному уравнению 

       ,, 1,  3i i it t t i      (5) 

                 
            

1 2 3

1 2 3

= : adj , : d

,

e

: ad= j

t ;

=

T

T

t t t t Y t t t

t t t t t

t

W t

     

   

   

   
 

где 

 

         
         
         

0 3

0 3 3

0 3 3

, 0 ;

, 0 ;

, 0 ;

T

Y t lY t t y t Y t

t l t t t t

W t lW t t w t W t





    

       

    







 (6) 

               2
1 1 1= ; ; + ,T Tsy t x t t x t u t w t t t

s q s q s q s q
                  

 (7)  
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0,  0l q   — параметры фильтров, : = ds
dt

 — оператор дифференцирования,  t
 
— возму-

щение, вызванное ненулевыми начальными условиями системы. 
Доказательство. Представим второе уравнение системы (2) в операторной форме и 

умножим результат на 1
s q

: 

 

       

       

2 3

2 3

,

1 1 1 .

T

T

sx t x t u t t

s x t x t u t t
s q s q s q s q

     
                 

 (8) 

Учитывая ненулевые начальные условия, на основе (8) и определений (7) имеем 

 

     .Ty t t w t    (9) 

В силу θ=const , пропустив сигнал  y t  через соответствующий фильтр из (6), получим 

 

     .Y t t W t    (10) 

Умножая (10) на   adj t  и учитывая         3adj dett t t I    , имеем (5). 

■ 
Заметим, что сигналы  i t  и  t  могут быть вычислены с использованием доступных 

для измерения величин  zu t  и  x t . Используя результаты [15], по регрессионному уравне-

нию (5) можно построить закон идентификации, гарантирующий выполнение цели (4) при 
удовлетворении возмущения условиям усреднения. 

Теорема. Пусть функции   , 1,  3,i t i 
 
удовлетворяют условиям усреднения: 

У1:   maxi t   ; 

У2:    
0

1
t

t
i s ds cs     . 

Тогда если найдется 0T t , такое что   0t     для всех t T , то закон идентифи-

кации с усреднением 

 

          0 0
1ˆ ˆ ˆ ˆ, ;i i i i i

i
t t t t

F t
       

 (11) 

       
              

         

2
0 0

0

ˆ, 0; ;

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 , ;

tr adj , 0,

i i i i iF t t k k t t t

t t t t t t t

t t t t

     

          

     

 

 



 

при выборе 0,   такого что t T   существует число 0  , удовлетворяющее неравенству 

 

           3 ˆ 0t t t t t t t T             , (12) 

гарантирует следующие свойства: 

С1) если выполнено условие У1, то       0max
1

0lim i i
t

t t t


           , 

где  t   ,      1ˆt t t     ; 

С2) если для 1, 3i   выполнены условия У1—У2, то существует предел (4). 
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Доказательство теоремы приведено в [15]. 

Таким образом, при удовлетворении условий усреднения У1—У2 для всех 1, 3i  закон 
идентификации (11) гарантирует достижение поставленной цели (4). Если же эти условия не 
выполняются хотя бы в одном уравнении (5), то закон идентификации (11) обеспечивает ог-
раниченность нормы параметрической ошибки. Основным конкурентным преимуществом 
закона идентификации (11) по сравнению с законами идентификации вида (см. [8, 11]) 

 

          
        

          

ˆ ˆ , 0;

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ

T Tt t t t y t

t t t Y t

t t t t t

         

     

     








 (13) 

является асимптотическая сходимость к нулю ошибки  i t  при наличии в параметризации 

(5) возмущений   , i 1, 3i t  , удовлетворяющих условиям усреднения [15]. В то же время 

законы (13) независимо от выполнения или невыполнения условий У1—У2 гарантируют 
только ограниченность ошибки  i t , что неприемлемо для прикладных задач. 

Замечание. Если полный вектор состояний системы (2) недоступен для измерений, то 
вместо (7) сигналы  y t  и  t  возможно вычислить следующим образом: 

 

     

             

2
, 

1 1 ,
T

z

sy t z t
s

st z t z t u t
s s s

   

                 

 (14) 

где  s — приведенный гурвицев многочлен 2-го порядка. 

Основной результат. Для применения закона идентификации (11) реальный объект 
управления был замкнут ПИД-законом управления, обеспечивающим выполнение условия: 

 

    ,lim 0,25sin 0,3 t 0,5
t

z t


       

где  0,25sin 0,3 t 0,5   — тестовое воздействие, 0  — достаточно малая постоянная. 

С такой замкнутой системы с дискретностью, равной 0,011m   с, были сняты времен-

ные диаграммы изменения управления  zu t  и глубины  z t  аппарата в течение 66 с непре-

рывного функционирования. Далее эти данные были конвертированы в файл типа csv и им-
портированы в среду MatLab/Simulink. В программе Simulink собрана схема идентификации, 
состоящая из блоков чтения данных, снятых с аппарата, и блоков, реализующих фильтрацию 
(6), (7), и построен алгоритм идентификации (11) (см. рис. 2). Для корректного чтения дан-
ных дискретность Simulink-модели была принята равной 0,0001s   с. 

 
Рис. 2 

Фильтрация (7) Динамическое рас-
ширение  

и смешивание рег-
рессора (5) + (6)

Идентификация 
с усреднением (11) 
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Отсутствие значительных помех в измерениях глубины позволило вычислить сиг-
нал    2x t z t   прямым дифференцированием. В противном случае вместо (7) необходимо 

было бы использовать (14). Параметры фильтров (6), (7) и закона идентификации (11) были 
установлены в соответствии с выражением 

 

610,  1,  10 ,  0 1,  3.iq l k i        (15) 

На рис. 3 приведены переходные процессы по сигналу управления и глубине реального 
НПА. 

 
Рис. 3  

Эти характеристики позволяют сделать вывод, что, во-первых, аппарат в процессе сня-
тия реакции на тестовый сигнал, как и предписывалось, находился на глубине 0,5 м от по-
верхности, а во-вторых, выходная переменная и управление зашумлены. 

На рис. 4 приведены переходные процессы по регрессору  t  и оценкам  ˆ
i t , фор-

мируемым алгоритмом идентификации. 

 
Рис. 4  
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Переходный процесс по регрессору  t
 
позволяет сделать вывод о выполнении усло-

вия   0t     из теоремы. Переходные процессы по  ˆ
i t

 
завершились, и если условия 

У1—У2 были выполнены в соответствующих уравнениях, то можно считать, что алгоритмом 
идентификации(11) были определены истинные значения параметров i . 

Финальные значения полученных оценок были зафиксированы, что позволило получить 
следующую модель системы (2): 

 

   m 2

0,02496
,

0,9089 0,02276
zmz t u t

s s
    

 (16) 

где  zmu t
 
— управление моделью. 

Для проверки качества идентификации модель (16) и реальный объект управления были 
замкнуты идентичным ПИД-регулятором: 

 

       

       

0

0

27,5 3 6 ;

27,5 3 6 ,

t

z
t

t

zm m m m
t

u t e t e d e t

u t e t e d e t

    

    









 (17) 

где      e t r t z t 
 
или      m me t r t z t   — ошибка слежения за задающим воздействием 

 r t
 
на выходе объекта или модели.  

На рис. 5, а—г приведены сравнительные графики переходных процессов по глубине и 
управлению НПА и модели (16) при использовании (17) и различных задающих воздействиях 

 r t ; на рис. 5, г используется ступенчатое задающее воздействие. 

Полученные временные диаграммы показывают, что модель (16) с идентифицирован-
ными параметрами достаточно точно повторяет глубину НПА при различных задающих воз-

действиях (абсолютная ошибка    mz t z t  не превышает 15 см при амплитуде шума датчи-

ка измерения глубины в 5 см). 
Различия в переходных процессах между моделью (16) и реальным НПА вызваны, 

прежде всего, неустранимой в использованной параметризации ошибкой аппроксимации 

нелинейной функции  bf t
 
слагаемым     1

3 1 2z t z t     . Для ликвидации этой ошибки и 

повышения качества модели необходимо расширение задачи идентификации путем пара-

метризации  bf t
 
в виде  , θT

zx u , где  , zx u  — известная функция. Однако на низ-

ких частотах управления ошибка аппроксимации переходных процессов по глубине реаль-
ного НПА является приемлемой, а полученная модель — линейной, что в перспективе  
позволит использовать стандартные робастные методы расчета параметров регуляторов. 
Безусловно, агрегирование переходных процессов по  z t  и  zu t , представленных на  

рис. 5, а—г, позволит получить более точную линейную модель НПА. Однако качество ап-
проксимации динамики НПА моделью (16) является приемлемым, а сама модель получена 
на основании всего одного эксперимента (см. рис. 3), а не целой серии, что демонстрирует 
возможность существенного сокращения затрат времени на проектирование системы 
управления. 
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Рис. 5 

В целом предложенный закон идентификации на базе процедуры динамического рас-
ширения и смешивания регрессора (5), (6) [8, 11] и алгоритма усреднения [15] может быть 
успешно использован на практике для определения значений параметров различных реаль-
ных динамических систем. 
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Заключение. Выполнена идентификация параметров математической модели глубины 
погружения необитаемого подводного аппарата с помощью нового закона, построенного на 
базе процедуры динамического расширения и смешивания регрессора и алгоритма усредне-
ния формируемых оценок неизвестных параметров. Полученная модель достаточно точно ап-
проксимирует динамику рассматриваемого объекта и подходит для дальнейшего использова-
ния с целью синтеза робастных типовых регуляторов. 

Предложенный алгоритм может быть использован для идентификации параметров раз-
личных реальных технических систем. Кроме того, по сравнению с широко применяемым на 
практике методом частотной идентификации предложенный алгоритм: 

— позволяет существенно сократить временные затраты на решение поставленной задачи;  
— не требует выполнения множества экспериментов для снятия нескольких частотных 

характеристик;  
— может быть использован в автоматическом и онлайн режиме;  
— может быть применим в задачах идентификации параметров нелинейных систем. 
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Аннотация. На основании описательной модели открытого множества сформулированы разновидности за-
дач классификации, реализованные в новой версии программной системы выбора и ранжирования „СВИРЬ-М“.  
В данной системе расширен список задач классификации объектов, где задачи по принципу решения разделены 
на две группы: по заданным условиям принадлежности к классам и по отклонениям от класса, принятого за 
норму. Первую группу образуют задачи выбора класса по логическому выражению и функциям принадлежно-
сти, а вторую группу — задачи выбора действия по отклонению от нормы либо сопоставления объектов по сте-
пени отклонения от нормы. Выбор класса по функции принадлежности осуществляется на основе как упорядо-
ченных классов на шкалах показателей (нечеткий выбор), так и неупорядоченных классов (распознавание сущ-
ности по многим показателям). Отсутствие связи с предметным языком и общность математических моделей 
позволяют решать изложенные задачи в различных предметных областях. Простота работы в системе „СВИРЬ“ 
обеспечивается контекстно-зависимым интерфейсом формулирования задач и автоматизацией создания модели 
предметной области и оценочных функций показателей на основе исходных данных, заданных в пакете Excel.  
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Abstract. Based on the descriptive open set model, varieties of classification problems are formulated and imple-

mented in the new version of the software system for selection and ranking „SVIR-M“. In this system, the list of object classi-
fication problems is expanded, where the problems, according to the principle of solution, are divided into two groups: ac-
cording to the given conditions of belonging to classes and according to deviations from the class accepted as the norm. The 
first group consists of problems of choosing a class based on a logical expression and membership functions, and the 
second group consists of problems of choosing an action to deviate from the norm or comparing objects according to the 
degree of deviation from the norm. The selection of a class by membership function is carried out on the basis of both or-
dered classes on indicator scales (fuzzy choice) and unordered classes (entity recognition by many indicators). The lack of 
connection with the subject language and the generality of mathematical models makes it possible to solve the stated prob-
lems in various subject areas. Ease of operation in the „SVIR“ system is ensured by a context-sensitive interface for formu-
lating tasks and automation of the creation of a domain model and evaluation functions of indicators based on source data 
specified in the Excel package. 
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Введение. Конечной целью управленческой задачи верхнего уровня является либо вы-

бор наилучшего объекта из их конечного числа, либо выбор класса, к которому в наибольшей 
степени принадлежит рассматриваемый объект. В соответствии с назначением эти задачи 
разделены на два класса: задачи оптимизации и классификации. Первый класс задач реализу-
ет отношение предпочтения, а второй класс — отношение соответствия. Отнесение практиче-
ской задачи, включающей решение задач обоих классов, к конкретному классу определяется 
первичностью одного из классов. 

В работе [1] приведено теоретическое обоснование целесообразности объединения мо-
делей классификации и упорядочения объектов в рамках одной инструментальной системы. 
Эта идея реализована в модифицированной системе выбора и ранжирования „СВИРЬ-М“, от-
личительные особенности которой — расширение списка задач классификации и автомати-
зация построения начальных оценочных функций на основе требований, предъявляемых к 
характеризующим оцениваемый объект показателям. Первое свойство позволяет решать но-
вые задачи классификации, а второе — облегчить построение моделей многомерного оцени-
вания объектов при большом количестве показателей. 

Задачи классификации, решаемые в системе „СВИРЬ-М“, рассмотрим, исходя из описа-
тельного определения открытого множества (класса) [2]: 

 
1

: Pr( ( ), ) .
n

j j
j

H x f x c


    
  

  (1) 

Сущность x принадлежит множеству H, если она отвечает хотя бы одному из n условий, 
сформулированных двухместным предикатом Pr(fj(x), c), где fj(x) — значение j-го признака 
(свойства) x, cj — требование, предъявляемое к этому свойству. 

Выбор класса по логическому выражению. Если множество H дискретно и конечно 
H = N, а его элементы различаются комбинациями признаков, то за n = ]log2N[*шагов можно 
выделить из него элемент x, отвечающий совокупности n условий: 

 
1

Pr( ( ), ).
n

j j
j

f x c

  (2) 

Этот принцип реализуется деревом решений, осуществляющим выбор одной из множе-
ства N альтернатив. Под альтернативой в системе „СВИРЬ-М“ понимается класс из заданного 
перечня классов. Принадлежность к классу задается совокупностью требований (предикатов) 
к значениям показателей. Принадлежность оцениваемого объекта к одному из классов уста-
навливается по истинности логического выражения, характеризующего этот класс. 

Выбор класса по функции принадлежности. Факт принадлежности элемента x мно-
жеству X (x  X) описывается характеристической функцией 

 
1, если ,

( )
0, если .X

x X
x

x X


   

 (3) 

При наличии более одного класса шкала признака делится на m>1 диапазонов, а k-му 

классу, 1,k m , ставится в соответствие диапазон [ckj,min, ckj,max] значений j-го признака, 

                                                 
* Символы ] [ означают ближайшее большее целое число. 
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1,j n . Отсюда число диапазонов значений признака, участвующего в классификации объек-
тов, должно соответствовать числу классов m. 

На рисунке на примере трех классов показаны варианты границ между их функциями 
принадлежности. Условно средний класс принят за норму (Н), левый класс объединяет зна-
чения j-го показателя, меньшие нормы (МН), а правый (БН) класс — значения, превышающие 
норму. 

 
Рис. 1  

Классификация по нечетким функциям принадлежности. Модель функций принад-
лежности показателей к классам с нечеткими границами представляет их расплывчатость, ха-
рактерную для человеческого восприятия внешнего и внутреннего мира. Фактически она от-
ражает разномыслие людей, проявляющееся в различного рода экспертизах. 

Граница между k-м и l-м смежными классами на шкале j-го признака называется нечет-
кой, если имеет место пересечение поставленных им в соответствие диапазонов значений: 
[ckj,min, ckj,max]  [clj,min, clj,max]. 

Принадлежность объекта x к каждому из смежных классов в интервале [clj,min, ckj,max] 
означает частичное обладание j-м свойством, что соответствует философии частичной 
истины [3]. Для ее оценивания применяется функция принадлежности jk(x) к k-му классу по 
j-му свойству. Наличие общей шкалы у функций принадлежности к разным классам 
позволяет классифицировать объект x на основе средневзвешенной аддитивной функции 
принадлежности к k-му классу по n признакам [2]: 

 
1

μ ( ) μ ( ), 1,
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k j jk
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x w x k m

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где wj — вес (значимость) j-го признака; если все признаки имеют равную значимость, их 
веса равны wj=1/n. 

Поскольку в общем случае имеет место частичная принадлежность объекта x к k-му 

классу по n признакам (k(x)[0, 1]), 1,k m , класс h*, к которому объект x принадлежит в 
большей степени, определяется по максимальному значению функции принадлежности к 
этому классу: 
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 * arg(max μ ( ))k
k

xh  . (5) 

Распознавание классов по многим признакам. Модель функций принадлежности по-
казателей к классам, не имеющим общих границ, не претендует на упорядоченность классов 
по качеству, несмотря на порядок значений показателя в сторону их увеличения. Это позво-
ляет применять эту модель в общих задачах распознавания. Под распознаванием понимается 
нахождение класса, степень принадлежности к которому объекта, оцениваемого по многим 
показателям, максимальна. Реализация этой модели описана в [4]. 

Выбор действия по отклонению от нормы. Примем за норму состояние сущности x, 
представленное значениями n характеризующих ее показателей в момент времени t:  
 y(t) = (y1, …, yj, …, yn). (6) 

В силу зависимости состояния сущности x от внутренних и внешних воздействий воз-
никают отклонения значений показателей от заданных нормативных значений. Нормативное 

значение j-го показателя, 1,j n , со шкалой [yj,min, yj,max] в общем случае задается интерваль-

ным ограничением [cн, cв], yj,min  cн < cв  yj,max. В векторной форме обобщенные нормы пред-
ставляются векторами нижних и верхних границ значений параметров: cн = (cн1,…, cнj,…, cнn) 
и cв = (cв1,…, cвj,…, cвn). 

Симметричное отклонение значения j-го параметра yj от точечной нормы cj выражается 
разностью j =  (yj) = yj – cj с двумя результатами: yj – cj > 0 и yj – cj < 0. Для интервальной 
нормы эти разности определяются соответственно относительно верхней и нижней границ 
интервала: yj – cjв > 0 и yj – cjн < 0. Первая разность означает превышение нормы, а вторая — 
недостижимость нормы. Для кодирования количественного симметричного отклонения от 
нормы фактом отклонения требуется учитывать знак разности — соответственно плюс (+1) и 
минус (– 1). 

На основе вектора количественных отклонений от нормы (y) формируется троичный 
вектор отклонений от нормы d(y) = (d1,…,dj,…, dn). При нарушении нижней границы  
(yj – cнj < 0) задается значение dj = –1, а при нарушении верхней границы (yj – cвj > 0) — зна-
чение dj = +1. В отсутствие нарушений dj = 0. 

По количеству одновременно зафиксированных отклонений от нормы они делятся на 
одиночные и кратные. Для одиночных отклонений от нормы формируется матрица D1 = dij, 

1,i N , 1,j n , где N — число реакций на одиночные отклонения. В общем случае N < n. 
Условием отсутствия отклонений является истинность выражения 

 Pr ( ,0)ijj J d  . (7) 

Ложность выражения вида (7) является индикатором необходимости поиска вектора от-
клонений di, совпадающего с одним из векторов матрицы D1. Выбирается действие ai, по-
ставленное в соответствие вектору di. Если в матрице отклонений отсутствует вектор, равный 
вектору d(y), то определяется вектор, фиксирующий отклонение наиболее приоритетного по-
казателя. Приведенная модель ориентирована на реализацию ситуационного управления  
объектами [5]. 

Сопоставление объектов по отклонению от норм. Для решения этой задачи применя-
ется модель трех классов с общими границами. Прямоугольные функции принадлежности к 
классам МН и БН в модели, показанной на рисунке, заменяются на функции принадлежности, 
возрастающие к границам шкалы. Эта модель применима для решения задач отслеживания 
(мониторинга) состояния действующего объекта [6]. В отличие от ситуационного управления, 
отклонение значения показателя от нормы в этой задаче является признаком не для париро-
вания последствий отклонения, а для анализа его причины. Если, например, в частной задаче 
за норму принять ресурсы противника, то по отклонениям от них собственных ресурсов мож-
но судить о соотношения сил противоборствующих сторон по многим показателям. 
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Заключение. Представлена краткая информация о возможностях новой версии про-
граммной системы „СВИРЬ-М“ в части решения задач классификации. Задачи могут быть 
решены как по отдельности, так и в комплексе на единой инструментальной базе. Объеди-
ненные с задачами упорядочения сущностей, они охватывают все основные задачи принятия 
решений на конечном множестве альтернатив. Не привязанный к конкретной предметной об-
ласти типовой набор моделей многомерного оценивания позволяет решать различные задачи 
организационного управления в любых предметных областях, например в авиакосмической, 
транспортно-логистической, сельскохозяйственной и т.д. [7]. 
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ДИФРАКЦИОННЫЕ ИНТЕРФЕРОМЕТРЫ.  
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Аннотация. Представлен обобщенный анализ инновационной группы методов и приборов дифракци-
онной интерферометрии в сопоставлении с традиционными интерферометрами. Рассмотрены новые возмож-
ности для снижения погрешности и повышения чувствительности измерений, получения надежных, метроло-
гически высоких результатов. Надежность достигается с помощью дифракции и стабильного опорного вол-
нового фронта, не чувствительного к вибрациям, термическим и гравитационным воздействиям. Фронт фор-
мируется с пренебрежимо малыми погрешностями в результате дифракции лазерного пучка, сфокусирован-
ного на точечном отверстии в металлическом экране. Отмечена целесообразность развития методов дифрак-
ционной интерферометрии на основе новых схемных решений и современной элементной базы с использо-
ванием оценки качества изображения оптических систем с помощью компьютерной расшифровки интерфе-
рограммы и математического аппарата интерферометрической обработки информации. Предложенный под-
ход может быть применен в условиях реального оптического производства, медицинской практики и при на-
учных исследованиях. 

Ключевые слова: дифракционные интерферометры, дифрагированный волновой фронт, погрешности 
измерений 

Ссылка для цитирования: Кирилловский В. К., Точилина Т. В. Дифракционные интерферометры. Аналитиче-
ский обзор // Изв. вузов. Приборостроение. 2024. Т. 67, № 3. С. 257—267. DOI: 10.17586/0021-3454-2024-67-3-
257-267. 

 
 

DIFFRACTION INTERFEROMETERS. ANALYTICAL REVIEW 

V. K. Kirillovsky, T. V. Tochilina*  

ITMO University, St. Petersburg, Russia  
*tvtochilina@itmo.ru, tvtochilina@mail.ru  

 
Abstract. A generalized analysis of an innovative group of diffraction interferometry methods and instruments is 

presented in comparison with traditional interferometers. New possibilities are considered for reducing the error and in-
creasing the sensitivity of measurements, obtaining reliable results of metrologically high quality. Reliability is achieved 
through diffraction and a stable reference wavefront that is not sensitive to vibration, thermal and gravitational influences. 
The devices considered use a reference wavefront formed on an unpolished optical surface. The front is formed with 
negligible errors as a result of diffraction of a laser beam focused on a pinhole in a metal screen. The feasibility of devel-
oping diffraction interferometry methods based on new schematic solutions and modern element base using assessment 
of the image quality of optical systems with computer decoding of the interferogram and the mathematical apparatus of 
interferometric information processing is noted. The proposed approach can be applied in real optical production, medi-
cal practice, and scientific research. 
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Введение. Решение задач оптического контроля и исследования оптических систем и 

приборов в процессе их разработки, а также во время испытания, изготовления и использова-
ния является важным направлением в различных областях применения. Понятие „высокоточ-
ное измерение“ определяет количественные и качественные параметры исследуемых объек-
тов. В природе закономерности чаще всего обнаруживаются в численной форме, в результате 
количественных оценок наблюдаемых объектов и явлений. От развития методов и средств 
измерений, снижения их погрешностей и повышения чувствительности, и соответственно ре-
зультатов, которые будут получены в процессе измерений, зависит достоверность описания 
исследуемых объектов и истинность модели окружающего мира [1]. 

Оптические методы измерений отличаются минимальными погрешностями. С помо-
щью традиционных методов оптических измерений возможно получить пороговую чувстви-
тельность порядка 0,1λ используемого излучения, которая для видимого излучения составляет 
0,5 мкм [2, 3]. 

Анализ источников погрешностей традиционных интерферометров и поиск оптималь-
ных способов их радикального снижения показывает, что для получения требуемых результа-
тов необходимы разработка и применение новых решений. Одно из таких решений — интер-
ференционные методы измерения деформаций волнового фронта. Структура изображения, 
построенного с использованием изготовленной оптической системы, может быть экспери-
ментально получена прямым или косвенным путем. 

К наиболее известным косвенным традиционным методам исследования качества полу-
ченного изображения относятся: теневой метод Фуко и метод Гартмана [3]. Также к таким 
методам относятся интерферометры Майкельсона, Тваймана и Физо, содержащие образцо-
вую деталь, и сдвиговые, дифракционные, голографические интерферометры и интерферо-
метр Ронки, не содержащие образцовую деталь [1—14]. Преимущества косвенных методов 
заключаются в возможности по известной топографии отклонений фронта волны рассчитать 
большинство характеристик качества изображения. Полученные результаты не зависят от 
особенностей приемника изображения в схеме контроля. Косвенные методы позволяют опре-
делить влияние конкретных искажений волнового фронта, вносимых системой, на качество 
изображения, что обусловливает возможность широкого применения этих методов на прак-
тике, например при обработке оптических поверхностей, изготовлении и юстировке оптиче-
ских систем и элементов. 

В настоящее время создаются интерферометры нового класса, которые применяются 
для достижения повышенного уровня точности оптических систем и чувствительности ис-
следований в микроэлектронике, микроскопии, лазерных технологиях и астрономии, косми-
ческой технике, а также для исследований в нефтегазовой сфере, медицине и генетике, в об-
ласти продовольственной безопасности и экологии, в астрофизике, в науке о строении Все-
ленной и солнечной системы. 

Требования к погрешностям образцовых элементов традиционных интерферомет-
ров. Традиционные интерферометры (например, по схеме Физо или Тваймана — Грина) ха-
рактеризуются тем, что для формирования опорного волнового фронта в их конструкции не-
обходимо применение образцового оптического элемента (плоской или сферической оптиче-
ской поверхности). При изготовлении оптической поверхности неизбежна остаточная по-
грешность образцовой детали. 

В схеме лазерного неравноплечего интерферометра (рис. 1, а) со сферической образцовой 
поверхностью луч лазера 1 проходит через осветительную систему 2—6, далее выполняется 
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оценка изображений образцовой 7 и исследуемой 8 оптических поверхностей визуально опе-
ратором или с помощью видеокамеры 9, 10. По виду интерференционной картины  
определяется погрешность оптической поверхности 8 как отношение максимальной стрелки 
прогиба h интерференционной полосы к шагу l (периоду) полосы (рис. 1, б) [1, 2].  

   
Рис. 1 

На практике получаемая погрешность равна λ/20. Отметим, что данная погрешность за-
висит от влияния на оптическую поверхность вибраций, а также термических, механических 
и гравитационных воздействий, которые нестабильны во времени. Общий вид лазерного не-
равноплечего интерферометра и полученная интерферограмма оптической поверхности (оч-
ковой линзы) показаны на рис. 2, а, б. 

   а)                                                                                    б) 

           
Рис. 2 

При использовании оптических методов измерений следует учитывать, что погреш-
ность средства измерения должна быть в 5—10 раз меньше погрешности исследуемого при-
бора. Для этого определены стандартные требования к погрешности для контроля интерфе-
рометрических эталонов эт, демонстрирующих качество распознавания характеристик изо-
бражения в виде аберраций и погрешностей оптических систем различных классов (см. таб-
лицу) [2]. 

Тип оптической  
системы 

Требования к погрешности  Погрешность образцового 
волнового фронта R системы прибора контроля 

Зрительная труба 0,25 (0,025—0,05) 0,032 
Исследовательский  
микроскоп 

0,05 (0,005—0,01) 0,007 

Космический телескоп 0,03 (0,003—0,006) 0,0045 

h 

l 

1 2 3 4 5 
6 

7 8 

9 

10

а) б) 
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В традиционной интерферометрии значение требуемой погрешности приборов, исполь-
зуемых, например, в вакууме, при влиянии вибраций, гравитации и в других условиях, также 
относится к допустимым остаточным погрешностям образцового волнового фронта R [2]. 

Применение программы цифрового анализа и обработки интерферограмм позволяет об-
наружить и измерить деформации волнового фронта, которые визуально обнаружить невоз-
можно. Величина деформации при этом находится на уровне λ/100. 

На практике распределение интенсивности в интерференционной картине определяется 
выражением  
 I" = cos2π(νy + ω + ωR+ ωэт), (1) 

где  — пространственная частота интерференционных полос, вызванных наклоном; y — 
протяженность оптической поверхности по нормали к ребру клина; ω — разность хода в вол-
новой мере, вызванная погрешностью исследуемой оптической поверхности, если образцовая 
поверхность погрешности не имеет. 

В работе [4] исследованы условия расширения возможностей традиционной интерфе-
рометрии и сделан вывод, что их реализация возможна в случае создания интерферометра с 
дифракционным опорным волновым фронтом. С целью решения данной задачи авторами на-
стоящей статьи осуществлен поиск новых идей и технических решений для их применения в 
современных условиях. 

Интерферометры с дифрагированным эталонным (опорным) волновым фронтом, 
не требующие применения образцовых оптических элементов. Началом для разработки 
дифракционного интерферометра [6] стала, предложенная акад. В. Линником (1933 г.) схема 
интерферометра (рис. 3) с совмещенным ходом когерентных лучей и формированием ди-
фракционного изображения в точечном отверстии. В данной схеме поперечная расфокуси-
ровка интерферометра для получения прямых интерференционных полос ограничена диамет-
ром пятна рассеяния. Получаемые интерференционные картины имели невысокое качество и 
были зашумлены, что снижало точность измерений. Кроме того, для настройки интерферо-
метра Линника при исследовании каждого оптического элемента требовалось использование 
микроподвижек с чувствительностью порядка 1 мкм, что усложняло и удорожало его практи-
ческую реализацию. 

   
Рис. 3 

При работе интерферометра Линника тест-объект „светящаяся точка“ 4 освещается сис-
темой 1—3 и фокусируется исследуемой системой (или деталью) 6 через выходной зрачок 7, 
формирующий волновой фронт 8, на плоскость светоделительного покрытия 10, содержаще-
го точечную диафрагму. Часть света, прошедшего полупрозрачное покрытие 10 пластины 9, 
распространяется в направлении наблюдательной системы в виде рабочего сферического 
волнового фронта 12, искаженного аберрациями. Часть света, испытавшего дифракцию на 
точечной диафрагме, распространяется в виде неискаженного сферического опорного волно-
вого фронта 11. В результате интерференции рабочего и опорного волновых фронтов форми-
руются оптико-измерительное интерференционное изображение 13. 

Удовлетворительный контраст интерферограммы достигается, когда интенсивности ра-
бочего и опорного фронтов близки по величине, что в данной схеме зависит не только от ко-
эффициента пропускания покрытия (для измерения которого пришлось бы выполнять опера-

13 
1       2  3     4                       5        6      7   8                    9   10           11  12
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цию замены пластинки и повторную настройку схемы), но и от положения пятна рассеяния 
(изображения точечного тест-объекта) относительно точечной диафрагмы. Кроме того, сме-
щение пятна относительно диафрагмы более чем на 0,5 диаметра пятна приводит к гашению 
опорного пучка лучей в интерферометре, что влечет за собой исчезновение интерференцион-
ных полос. 

Итак, принцип действия дифракционного интерферометра основан на явлении дифрак-
ции на точечном отверстии в металлическом покрытии. Конструкция данного интерферомет-
ра может быть надежно воспроизведена в любых условиях. Основное достоинство рассмот-
ренной классической схемы заключается в отсутствии образцовой оптической поверхности, 
но при этом имеется источник сферической опорной волны, используемый при контроле  
оптических поверхностей и систем наивысшей точности. Отметим, что подобный источник 
может применяться и для контроля образцовых элементов традиционных интерферометров. 
Принцип работы дифракционного интерферометра аналогичен работе традиционных интер-
ферометров, в том числе используются различные средства повышения точности при измери-
тельных отсчетах. Важно, что увеличение точности отсчетов влияет на повышение точности 
результата измерения (тогда как в традиционных интерферометрах это лишь точность отсчи-
тывания суммарных деформаций рабочего волнового фронта, имеющего неустраненную 
ошибку, связанную с нестабильной ошибкой образцовой детали) [5]. Несмотря на недостатки 
такого интерферометра с совмещенными ветвями — сложности настройки, отличающейся от 
традиционной, невысокого качества интерференционной картины и определенных сложно-
стях ее интерпретации, данный интерферометр демонстрирует новые возможности и пер-
спективы современной интерферометрии, так как в нем отсутствуют погрешности изготовле-
ния образцовой поверхности, а также термические, гравитационные и вибрационные воздей-
ствия на опорный волновой фронт в процессе измерительного эксперимента [1—14]. 

Оптимальный размер точечного дифракционного отверстия составляет 

 d = 1,22/3A, (2) 

где  — длина волны применяемого в интерферометре излучения, A — апертура объектива 
осветительной системы прибора. 

В работе [4] исследованы методы контроля качества изображения и предельные значе-
ния погрешностей оптических систем и деталей, составляющие менее 0,1; также разработа-
ны интерферометры с дифракционным образцовым волновым фронтом. В работах [1, 8—10] 
приведено обоснование возможности использования опорного волнового фронта, дифрагиро-
ванного на точечном отверстии, который используется в качестве образцового и обеспечивает 
отклонение от сферической формы не более чем на 4 нм. 

Неравноплечий дифракционный интерферометр. Высокую эффективность при кон-
троле высокоточных оптических поверхностей и систем показал лазерный интерферометр с 
дифрагированным опорным волновым фронтом и разнесенными ветвями [7]. Авторами раз-
работаны разновидности схем интерферометра с дифрагированным эталонным волновым 
фронтом. Этот прибор характеризуется традиционной методикой настройки и интерпретации 
интерференционной картины, обеспечивает высокое качество интерферограммы, гибкость 
при исследовании оптических систем и элементов с разными коэффициентами пропускания 
(отражения) от 98 % (зеркальные покрытия) до 0,15 % (просветляющие покрытия). Прибор 
может быть использован для оценки погрешностей изготовления оптических поверхностей и 
оценки качества объективов различного назначения, в том числе объективов микроскопов и 
космических телескопов. 

В схеме интерферометра отсутствуют эталонные (точные) поверхности. Благодаря вы-
сокой когерентности лазерного излучения и его способности фокусироваться в пятно малых 
размеров в интерферометре в качестве образцового используется сферический волновой 
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фронт, образованный при дифракции сходящихся пучков на отверстии диаметром порядка 
1—10 мкм.  

Достоинство интерферограммы, полученной с помощью лазерного интерферометра с 
дифракционной волной сравнения, заключается в том, что все пучки лучей фильтруются при 
прохождении через дифрагирующее точечное отверстие, и поэтому интерференционное изо-
бражение отличается высоким качеством, чистотой и отсутствием шумов [2]. В результате 
получается четкая расшифровка интерферограммы при использовании программы ZEBRA 
MathOPTIX (или подобных программ распознавания и компьютерной обработки интерферо-
грамм). Также обеспечивается высокая надежность распознавания интерференционных по-
лос, стабильная повторяемость выходных числовых величин, что гарантирует правильность и 
точность конечных результатов контроля [2]. 

 
Рис. 4 

Схема реализованного интерферометра с дифракционным опорным волновым фронтом 
показана на рис. 4. При работе интерферометра пучок лучей лазера 1 фокусируется освети-
тельной системой 2, 3 на точечное отверстие 5 в зеркальном покрытии наклонного плоского 
зеркала 4 в виде пятна рассеяния (обычно дифракционного кружка) диаметром ~10 мкм. То-
чечное отверстие является источником дифракционной сферической волны, которая в авто-
коллимации от исследуемой сферической поверхности фокусируется в виде пятна рассеяния, 
частично перекрывающего точечное отверстие, а чаще смещающего полученную интерфе-
ренционную картину прямолинейных полос. Отразившись от зеркала, пучок через наблюда-
тельный микроскоп 9—11 направляется на приемник изображения 12. Часть излучения лазе-
ра, сфокусированного на точечное отверстие 5, но не прошедшего через него, отражается от 
зеркала 4 в направлении осветительного сферического зеркала 8 и через объектив 6—7 фокуси-
руется зеркалом на отверстии 5 в направлении плеча наблюдения 9—11 [2, 7]. При этом на от-
верстии формируется вторая дифракционная сферическая волна, фронт которой используется 
в качестве опорного. В результате сложения этой волны с рабочей волной, сформированной 
контролируемой поверхностью, возникает интерференционная картина в совмещенных све-
товых пучках, распространяющихся от точечного отверстия в направлении приемника изо-
бражения. Рассмотренный вариант схемы интерферометра имеет важную особенность: дан-
ный интерферометр — полностью безэталонный, так как не содержит ни одной образцовой 
оптической поверхности, а также отсутствуют поверхности, погрешности изготовления кото-
рых дополняют погрешности измерения [1]. 

1 

2 

3 
6 

4 5 7 8 

9 10
11 12

13

14

15 16

17 



 Дифракционные интерферометры. Аналитический обзор 263 

JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2024. Vol. 67, N 3                                                    ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2024. Т. 67, № 3 

При наличии в схеме контроля значительных вибраций, а также при необходимости ре-
гулярной работы на интерферометре используется персональный компьютер 16 с видеосис-
темой 12—14. При этом время экспозиции te каждого видеокадра рассчитывается по формуле 

te  =1/10Fv, 

где Fv — частота вибрации. 
Это необходимо для предотвращения размывания полос из-за вибрации. 
На рис. 5, а показаны пример реализации интерферометра с дифрагированным опорным 

фронтом, собранного на базе узлов компании „Edmund Optics“ (США) и АО „ЛОМО“ (Рос-
сия) и полученная интерферограмма [1]. Интерферометр используется для исследования на 
виброизолирующем интерференционном столе прецизионного сферического зеркала на ос-
нове PDI-интерферометра. 

Второй вариант интерферометра с дифрагированным опорным фронтом и автоколлимаци-
онным осветительным плечом показан на рис. 5, б. Основная особенность интерферометра —  
высокое качество полученной интерферограммы, что способствует наиболее полному ис-
пользованию точностных возможностей прибора. Полученное телевизионное изображение 
движущейся интерференционной картины записывается в видеопамять, а затем покадрово 
исследуется и выполняется расшифровка изображения неподвижной интерферограммы [7]. 
В результате изображение, воспроизводимое с одиночного кадра, не будет зависеть от виб-
раций. 

            а) 

      
 
           б) 

        
Рис. 5 
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Твердотельный дифракционный интерферометр. Для самоконтроля и автокоррек-
ции телескопа на орбите необходим виброустойчивый твердотельный дифракционный ин-
терферометр (рис. 6) в форме моноблока, простой и прецизионный. Данный интерферометр 
доступен, экономичен и может использоваться в заводской, научной и учебной лабораториях. 
Схема интерферометра содержит осветительную систему 2—4 с лазером 1 и компонент-
полусферу 5 с зеркальным покрытием 6. Свет отражается от зеркального покрытия 7 с дифра-
гирующим субмикронным отверстием 10 и проецируется на исследуемую сферическую по-
верхность 12, изображение которой формируется в наблюдательном микроскопе и регистри-
руется видеокамерой 11. 

Прибор имеет следующие достоинства: высокую точность измерений; нерасстраивае-
мость; компактность и легкость; нечувствительность к вибрации, термическим и гравитаци-
онным воздействиям; возможность применения модуля данного интерферометра при конст-
руировании и изготовлении дифракционного интерферометра по блочно-модульному методу; 
возможность выполнения прибора в виде монолита, устойчивого к вибрации. Направления 
использования дифракционных лазерных интерферометров описаны в работе [11]. 

 
Рис. 6 

Трехплечий дифракционный интерферометр. Авторами предлагается простой и 
экономичный вариант дифракционного интерферометра — трехплечий интерферометр 
(рис. 7). В схеме интерферометра использован полупроводниковый лазер 1, расширитель-
ная линза 2 для заполнения зрачка осветительного объектива 3 и субмикронное отверстие 4 
в покрытии плоской грани для создания опорного волнового фронта 6. Центральным моду-
лем является плоскопараллельная пластина 5 толщиной 0,14 мм (покровное стекло). Точеч-
ное отверстие 4 в непрозрачном металлическом покрытии служит источником дифракцион-
ной сферической волны 6. На схеме показаны также фрагменты опорных фронтов в рабо-
чем плече 7 с исследуемым объектом 8 и в плече наблюдения 9. Таким образом, возникаю-
щая в этой схеме интерференционная картина есть результат сложения опорной волны, 
формируемой при дифракции на точечном отверстии, и рабочей волны, отраженной от кон-
тролируемой поверхности [12]. Диаметр отверстия, генерирующего эталонный волновой 
фронт, рассчитывается по формуле (2). Приемник изображения 10—13 содержит видеока-
меру, подключенную к персональному компьютеру с программой обработки интерферо-
грамм „Tiger“, расчета и статистической обработки массива результатов измерения. 
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Рис. 7 

Данный интерферометр имеет простую по сравнению с прототипами схему и конструк-
цию и прост в юстировке. Возможно его конструктивное исполнение в варианте твердотель-
ного моноблока, включающего полупроводниковый лазер, матричную камеру и процессор. 

Достигаемые преимущества: виброустойчивость; нерасстраиваемость; экономичность в 
разработке и производстве; целесообразность серийного производства; доступная стоимость 
и перспектива широкого применения во множестве областей, таких как добыча нефти, газа и 
других ресурсов, космос, сельское хозяйство, медицина, наука, образование, промышлен-
ность, связь.  

Заключение. Приведено краткое обоснование факторов современной прецизионной 
интерферометрии, указывающих на необходимость развития направления дифракционных 
интерферометров. 

Приведен обзор схем интерферометров с дифрагированным эталонным волновым фрон-
том и обоснованы их достоинства. Данные приборы отличаются предельно низкими погреш-
ностями, простотой конструкции и экономичностью в производстве. Показан комплекс ди-
фракционных интерферометров, разработанных и исследованных с участием авторов на-
стоящей статьи. Значительный интерес представляет твердотельный дифракционный интер-
ферометр, его отличают высокая виброусточивость и надежность в работе. Интерферометр 
обеспечивает измерение формы прецизионных оптических поверхностей с точностью на 
уровне 0,02λ и выше, что важно для спектрометрии и астрономии, микроскопии, в техноло-
гиях микроэлектроники. Приведена схема дифракционного интерферометра, имеющего три 
плеча, который отличается, при высокой точности, пониженной виброчувствительностью, а 
также простой и экономичной конструкцией. Приборы данного класса используют опорный 
волновой фронт, который формируется с пренебрежимо малыми погрешностями в результате 
дифракции лазерного пучка, сфокусированного на точечном отверстии в металлическом эк-
ране диаметром менее 0,3 от кружка Эри. 

Показана перспективность развития данного направления в сочетании с современными 
достижениями для радикального снижения погрешностей, повышения чувствительности и 
воспроизводимости измерений.  

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Кирилловский В. К. Современные оптические исследования и измерения. СПб—М.—Краснодар: Изд-во 
„Лань“, 2022. 303 с. 

2. Кирилловский В. К., Точилина Т. В. Методы исследования и контроля качества оптических систем: Учеб. 
пособие. СПб: НИУ ИТМО, 2012. 125 с. 

1 1 2 
3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 
10

11

12
13 



266 В. К. Кирилловский, Т. В. Точилина 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2024. Т. 67, № 3                                                    JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2024. Vol. 67, N 3 

3. Кирилловский В. К., Точилина Т. В. Оптические измерения. Часть 5. Аберрации и качество изображения: 
Учеб. пособие. СПб: НИУ ИТМО, 2019. 94 с. 

4. Иванова Т. А., Кирилловский В. К. Проектирование и контроль оптики микроскопов. Л.: Машиностроение, 
1984. 231 с. 

5. Кирилловский В. К., Вознесенский Н. Б., Ли К. Х., Гуров И. П. Сравнительный анализ интерферограмм, 
полученных на интерферометре с дифракционной волной сравнения // Научно-технический вестник 
информационных технологий, механики и оптики. 2004. № 13. С. 198—203. 

6. Кирилловский В. К., Ле Зуй Туан. Разработка алгоритмического и программного обеспечения для аппаратуры 
контроля качества изображения оптических систем // Изв. вузов. Приборостроение. 2007. Т. 50, № 7. С. 52—56. 

7. Гаврилов Е. В., Кирилловский В. К. Современные кинообъективы и их контроль // Оптич. журн. 2005. Т. 72. 
№ 10. С. 47—56. 

8. Кирилловский В. К., Вознесенский Н. Б. Высокоапертурный дифракционный интерферометр с 
унифицированным опорным фронтом // Междунар. оптич. конгресс „Оптика-XXI век“: Сб. СПб, 2000.  

9. Lee Kyeong-Hee, Voznesensky N. B., Kirillovsky V. K. Principle of certification of high precision optical parts and 
systems based on diffraction interferometer // Proc. SPIE 5252, Optical Fabrication, Testing, and Metrology, 26 
Febr. 2004. DOI: 10.1117/12.512231. 

10. Kirillovsky V. K., Voznesensky N. B., Trouchine M. M. The interferometer with diffraction on dot aperture for testing 
of the shape errors of precise surfaces // Proc. SPIE 5399, Laser-Assisted Micro- and Nanotechnologies 2003. DOI: 
10.1117/12.552324. 

11. Кирилловский В. К., Точилина Т. В. Оптические измерения. Часть 4. Оценка качества оптического 
изображения и измерение его характеристик: Учеб. пособие. СПб: Ун-т ИТМО, 2018. 86 с. 

12. Богданов И. Ю., Гаврилов Е. В., Кирилловский В. К. Особенности контроля объектива для формирования 
наноструктур // Научно-технический вестник СПбГУ ИТМО. 2008. № 58. С. 26—30. 

13. Kirillovsky V. K. Diffraction Reference Wavefront Laser Interferometer // Proc. SPIE 1751, Miniature and Micro-
Optics: Fabrication and System Applications II. 1992. Vol. 5, 1751. Р. 197—200. 

14. Кирилловский В. К. Изучение принципов современной прецизионной интерферометрии на примере 
дифракционных интерферометров // Междунар. оптич. конгресс „Оптика-XXI век“: Сб. СПб, 2000. 

Сведения об авторах 
Владимир Константинович Кирилловский — д-р техн. наук, профессор; Университет ИТМО, Центр при-

кладной оптики; E-mail: vkkir@mail.ru 
Татьяна Вячеславовна Точилина — канд. техн. наук; Университет ИТМО, Центр прикладной 

оптики; ст. преподаватель; E-mail: tvtochilina@itmo.ru 
 

Поступила в редакцию 20.11.23; одобрена после рецензирования 28.11.23; принята к публикации 14.01.24. 
 

REFERENCES 

1. Kirillovsky V.K. Sovremennyye opticheskiye issledovaniya i izmereniya (Modern Optical Research and Measure-
ments), St. Petersburg, Moscow, Krasnodar, 2022, 303 р. (in Russ.) 

2. Kirillovsky V.K., Tochilina T.V. Metody issledovaniya i kontrolya kachestva opticheskikh system (Methods for Re-
search and Quality Control of Optical Systems), St. Petersburg, 2012, 125 р. (in Russ.) 

3. Kirillovsky V.K., Tochilina T.V. Opticheskiye izmereniya. Chast' 5. Aberratsii i kachestvo izobrazheniya (Optical Mea-
surements. Part 5: Aberrations and Image Quality), St. Petersburg, 2019, 94 р. (in Russ.) 

4. Ivanova T.A., Kirillovsky V.K. Proyektirovaniye i kontrol' optiki mikroskopov (Design and Control of Microscope Op-
tics), Leningrad, 1984, 231 р. (in Russ.) 

5. Kirillovsky V.K., Voznesensky N.B., Lee K.H., Gurov I.P. Scientific and Technical Journal of Information Technolo-
gies, Mechanics and Optics, 2004, no. 13, pp. 198–203. (in Russ.) 

6. Kirillovsky V.K., Le Duy Tuan. Journal of Instrument Engineering, 2007, no. 7(50), pp. 52–56. (in Russ.) 
7. Gavrilov E.V., Kirillovskiǐ V.K. Journal of Optical Technology, 2005, no. 10(72), pp. 773–780. 
8. Kirillovsky V.K., Voznesensky N.B. Optika-XXI vek (Optics-XXI Century), Collection of the International Optical Con-

gress, St. Petersburg, 2000. (in Russ.) 
9. Lee Kyeong-Hee, Voznesensky N.B., Kirillovsky V.K. Proc. SPIE, Optical Fabrication, Testing, and Metrology, 

26 February 2004, vol. 5252, https://doi.org/10.1117/12.512231. 
10. Kirillovsky V.K., Voznesensky N.B., Trouchine M.M. Proc. SPIE, Laser-Assisted Micro- and Nanotechnologies, 

2 April 2004, vol. 5399, https://doi.org/10.1117/12.552324. 



 Дифракционные интерферометры. Аналитический обзор 267 

JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2024. Vol. 67, N 3                                                    ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2024. Т. 67, № 3 

11. Kirillovsky V.K., Tochilina T.V. Opticheskiye izmereniya. Chast' 4. Otsenka kachestva opticheskogo izobrazheniya i 
izmereniye yego kharakteristik (Optical Measurements. Part 4. Optical Image Quality Assessment and Measurement 
of its Characteristics), St. Petersburg, 2018, 86 р. (in Russ.) 

12. Bogdanov I.Yu., Gavrilov E.V., Kirillovsky V.K. Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Me-
chanics and Optics, 2008, no. 58, pp. 26–30. (in Russ.) 

13. Kirillovsky V.K. Proc. SPIE, Miniature and Micro-Optics: Fabrication and System Applications II, 1992, vol. 1751, 
рр. 197–200. 

14. Kirillovsky V.K. Optika-XXI vek (Optics-XXI Century), Collection of the International Optical Congress, St. Peters-
burg, 2000. (in Russ.) 

Data on authors 
Vladimir K. Kirillovsky — Dr. Sci., Professor; ITMO University, Applied Optics Center;  

E-mail: vkkir@mail.ru 
Tatiana V. Tochilina — PhD; ITMO University, Applied Optics Center; Senior Lecturer;  

E-mail: tvtochilina@itmo.ru 
 

Received 20.11.23; approved after reviewing 28.11.23; accepted for publication 14.01.24. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



268 Е. Е. Майоров, В. В. Курлов, Ю. М. Бородянский и др.  

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2024. Т. 67, № 3                                                    JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2024. Vol. 67, N 3 

УДК 681.787  
DOI: 10.17586/0021-3454-2024-67-3-268-275 

 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ  
ВЕЛИЧИНЫ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ОБЪЕКТА В ПЛОСКОСТИ УСТАНОВКИ  

МЕТОДОМ ГОЛОГРАФИЧЕСКОЙ ИНТЕРФЕРОМЕТРИИ  

Е. Е. МАЙОРОВ
1*, В. В. КУРЛОВ

1, Ю. М. БОРОДЯНСКИЙ
2,  

А. В. ДАГАЕВ
3, И. С. ТАЮРСКАЯ

4
  

1 Санкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения,  
Санкт-Петербург, Россия 

*majorov_ee@mail.ru 
2 Санкт-Петербургский государственный университет телекоммуникаций им. проф. М. А. Бонч-Бруевича,  

Санкт-Петербург, Россия 
3 Ивангородский гуманитарно-технический институт (филиал) 

Санкт-Петербургского государственного университета аэрокосмического приборостроения,  
Ивангород, Россия 

4 Санкт-Петербургский университет технологий управления и экономики,  
Санкт-Петербург, Россия 

Аннотация. Исследованы особенности функционирования экспериментальной установки, основанной на 
применении двухчастотного лазерного излучения по методу двух экспозиций голографической интерферомет-
рии. Установка предназначена для определения величины перемещения объекта вдоль оси ОХ в плоскости его 
установки. Метод голографической интерферометрии обеспечивает длительное хранение информации на фото-
носителях, позволяет добиться максимального контраста интерференционной картины и качественно реконст-
руировать волновые фронты. Представлены внешний вид, оптическая схема и технические характеристики экс-
периментальной установки. Получены выражения для определения величины перемещения объекта и погрешно-
стей измерения для каждого перемещения. Приведены изображения, подтверждающие существование интерфе-
ренционного поля для каждого перемещения.  

Ключевые слова: когерентная оптика, голографическая интерферометрия, длина волны излучения, 
апертура, погрешность измерения, волновой фронт, поляризационный светоделитель, коллиматор 

Ссылка для цитирования: Майоров Е. Е., Курлов В. В., Бородянский Ю. М., Дагаев А. В., Таюрская И. С. Экс-
периментальное определение величины перемещения объекта в плоскости установки методом голографической 
интерферометрии // Изв. вузов. Приборостроение. 2024. Т. 67, № 3. С. 268—275. DOI: 10.17586/0021-3454-2024-
67-3-268-275. 

 

EXPERIMENTAL DETERMINATION OF AN OBJECT DISPLACEMENT MAGNITUDE  
IN THE INSTALLATION PLANE  

USING THE HOLOGRAPHIC INTERFEROMETRY METHOD 
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Abstract. The features of the functioning of an experimental setup based on application of two-frequency laser 
radiation using the method of two exposures of holographic interferometry are studied. The installation is intended to 
determine the amount of movement of an object along the OX axis in the plane of its installation. The holographic interfe-
rometry method ensures long-term storage of information on photo carriers, allows for maximum contrast of the interfe-
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rence pattern and high-quality reconstruction of wave fronts. The appearance, optical design and technical characteris-
tics of the experimental setup are presented. Expressions are obtained to determine an object displacement magnitude 
and measurement errors for each displacement. Images are shown confirming the existence of an interference field for 
each displacement.  

Keywords: coherent optics, holographic interferometry, radiation wavelength, aperture, measurement error, wa-
vefront, polarization beam splitter, collimator 
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Введение. Оптические измерения — высокоточный и достоверный способ получения 

информации, обеспечивающий решение различных задач в микроэлектронике, оптике и мет-
рологии. В научной практике для изучения движений веществ в различном агрегатном со-
стоянии используется широкий класс методов контроля и технических средств. Ведущее ме-
сто занимают методы когерентной оптики, среди которых особого внимания заслуживают 
методы и средства голографической интерферометрии [1—8].  

Анализ научной литературы показал, что голографическая интерферометрия обладает 
уникальными возможностями для исследования объектов в динамических процессах [9, 10]. 
Технические средства голографической интерферометрии позволяют проводить измерения в 
статистических и динамических процессах, анализировать волновые фронты в разные момен-
ты времени, получать данные качественного и количественного характера о структуре интер-
ференционных полей, а также воспроизводить трехмерное изображение объекта [11, 12]. 

На сегодняшний день в голографической интерферометрии достигнуты определенные 
успехи при использовании метода двух экспозиций. Этот метод обеспечивает длительное 
хранение информации на фотоносителях, прост в реализации, позволяет добиться макси-
мального контраста интерференционной картины и качественно реконструировать волновые 
фронты [13, 14]. Получены высокие результаты в методике записи голографической интерфе-
рограммы, осуществлен переход на новый уровень при количественном и качественном  
объяснении экспериментальных результатов с использованием компьютерных технологий, а 
также достигнуты успехи в создании приборов и комплексов оптической обработки записан-
ных изображений на фоторегистрирующей среде [15, 16]. 

На основе анализа существующих решений по извлечению данных из фоторегистри-
рующих сред можно выделить группу приборов и комплексов, которые основаны на преобра-
зовании фазовых параметров интерференционного поля в фазовые параметры электрического 
сигнала, что делает эти технические средства высокоточным и информативным инструмен-
том получения информации [17, 18]. Такие средства имеют очень малую погрешность изме-
рений при достаточно большом диапазоне определяемых величин. 

Оптические и оптико-электронные приборы и комплексы, в основе которых лежат ме-
тоды голографической интерферометрии, успешно используются в машиностроении, меди-
цине, биологии, научных исследованиях для контроля и диагностики материалов [18, 19].  
В последние годы российским ученым удалось решить задачу настройки интерференционных 
полос в технике двухопорной голографии. Конструктивно эти технические средства выпол-
нены таким образом, что при использовании второго опорного пучка воспроизведение волно-
вого фронта не изменяется, а значит, точность измерений при считывании информации не 
снижается. Еще одна важная особенность этих приборов и комплексов заключается в том, что 
в процессе измерений появляется возможность контролировать большие величины смещений 
исследуемых объектов.  

Представляет интерес исследование различных перемещений объекта не только при 
нормальном перемещении, но и в плоскости экспериментальной установки. В настоящей  
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статье исследованы особенности функционирования экспериментальной установки, основан-
ной на методе двух экспозиций голографической интерферометрии и предназначенной для 
определения величины перемещения объекта вдоль оси ОХ в плоскости его установки. Для 
подтверждения интерференционной картины получены результаты наблюдений интерферен-
ционного поля для поступательного движения объекта с плоской поверхностью на 150, 600 и 
1000 мкм. 

Метод и объект исследования. В качестве объекта исследования использовалась мед-
ная пластина с размерами записывающей плоскости 90×90 мм2. Для получения интерферо-
грамм применялись фотографические высокоразрешающие пластинки (голографические фо-
томатериалы на основе галогенидов серебра) U08M. 

Экспериментальная голографическая интерференционная установка, внешний вид ко-
торой показан на рис. 1, используется для исследования поступательных движений объекта в 
своей плоскости и в направлении, перпендикулярном плоскости, а также возможности вра-
щения вокруг двух взаимно перпендикулярных осей.  

 
Рис. 1  

Схема экспериментальной установки представлена на рис. 2, где 1 — лазер; 2, 5, 5', 11 — 
зеркала; 3 — блок формирования двухчастотного излучения; 4, 4' — светоделители; 6, 7 — 
акустооптические модуляторы; 8, 9 — ВЧ-генераторы; 10, 16 — полуволновые пластинки; 12, 
14 — оборачивающие призмы; 13 — голограмма; 15 — интерферометр сдвига; 17, 18 — 
поляроиды; 19 — линза; 20, 21 — фотоприемники; 22, 23 — усилители; 24 — измеритель 
разности фаз; блоки, выделенные на схеме пунктиром, — дублирующие элементы.  

Воспроизведение волновых фронтов, записанных на фотопластинке, осуществлялось с 
использованием излучения лазера 1 (ЛГ–79). Принцип гетеродинной интерферометрии был 
реализован с применением двухчастотного излучения, формируемого блоком 3. Последний 
построен на основе интерферометра Маха — Цендера, в плечах которого размещены акусто-
оптические модуляторы 6 и 7 (использовались устройства типа МЛ–201). Модуляторы 
возбуждались напряжением ВЧ-генераторов 8 и 9. Сформированное двухчастотное излучение 
освещало голограмму 13.  

Для проведения фазовых измерений необходимо наличие двух каналов — опорного и 
измерительного. В этой схеме сигнал опорного канала формировался из света, прямо 
прошедшего интерферограмму 13. Такой подход целесообразно использовать в случае, когда 
геометрия освещения фотопластинки в процессе эксперимента остается неизменной.  
В противоположном случае для формирования опорного сигнала использовалось излучение, 
отраженное от светоделителя 11. Измерительный канал формировался в направлении 
распространения света, дифрагированного на интерферограмме.  
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Рис. 2 

В целях обеспечения повышенной стабильности параметров возбуждающего сигнала в 
ВЧ-генераторах использовались кварцевые резонаторы с частотами 8 42 002f   кГц и 

9 42105f   кГц. 

Электрические сигналы с выходов фотоприемников 20 и 21 обоих каналов после 
усиления подаются на входы измерителя разности фаз (использовался прибор Ф2–16). 
Резонансные усилители 22, 23 настроены на частоту интерференционного сигнала 103 кГц. 

При сканировании интерферограммы фаза информационного сигнала изменяется со-
гласно изменению смещения. Фаза опорного сигнала не меняется независимо от величины и 
ориентации контролируемого объекта, поэтому показания измерителя разности фаз изменя-
ются в соответствии с изменением вектора смещения. 

Технические параметры экспериментальной установки 

Источник излучения ........................................  He—Ne-лазер (ЛГ-79) 
Длина волны излучения, мкм .........................  0,6328 
Диапазон измерений смещений, мкм ............  1500…0,01 
Апертура освещения, рад ................................  0,1 
Погрешность измерений, мкм ........................  0,001 

Экспериментальные результаты. Интерферограммы для наиболее характерного пе-
ремещения объекта в плоскости его установки представлены на рис. 3: а—в — перемещение 
на величину d, равную 150, 600 и 1000 мкм соответственно. 

Записи интерферограмм осуществлялись с помощью металлического столика с микро-
метрическими подвижками. В процессе воспроизведения голографическая пластинка U08M 
освещалась лазерным лучом, диаметр которого равен 1 мм, при этом наблюдались интерферен-
ционные картины. Как видно по фотографиям, интерференционные поля были классическими 
для данного вида перемещения.  
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Рис. 3 

На фоторегистрирующей пластинке U08M были записаны линейные перемещения ис-
следуемого объекта. Для независимого контроля использовался датчик линейных перемеще-
ний 1МИГ с ценой деления 1 мкм. 

Величина перемещения определялась по следующим формулам: 

 1 1 2 2
2 2

sin ; sin ,d d
 

     
 

 (1) 

где 1, 2 — углы освещения; 1 2,   — параметры разности фаз,   — длина волны излучения. 

Для объяснения существования интерферограмм была решена система уравнений (1) и 
определена величина перемещения 

 
 

2 1

2 1

.
2

sin sin
d

 



  



 (2) 

Экспериментальные результаты определения величины перемещения объекта на 150, 
600 и 1000 мкм приведены на рис. 4, а—в.  

 
Рис. 4 

Приведенные результаты хорошо согласуются с данными датчика линейных перемеще-
ний 1МИГ. Как следует из приведенных графиков, погрешность от среднего значения для  
d = 150 мкм не превышает 0,01 мкм, для d = 600 мкм — 0,05 мкм, для d = 1000 мкм — 0,1 мкм. 

Заключение. Реализована возможность перемещения поляризационного светоделителя 
для изменения угла освещения и получены интерферограммы перемещений объекта в плос-
кости установки на 150, 600 и 1000 мкм. Получено выражение для величины перемещения. 
Анализ графиков показывает, что погрешности измерений для каждого перемещения различ-
ны. Результаты исследования могут представлять интерес для оптико-физических измерений. 
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ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЙ ПРОГРАММНО-АППАРАТНЫЙ КОМПЛЕКС  
КОНТРОЛЯ ДАВЛЕНИЯ В МАНЖЕТАХ  

ЭНДОТРАХЕАЛЬНЫХ И ТРАХЕОСТОМИЧЕСКИХ ТРУБОК  
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Аннотация. Представлен полнофункциональный прототип первого отечественного автоматизированного 
устройства, обеспечивающего поддержание безопасного давления в манжетах эндотрахеальных и трахеостоми-
ческих трубок. Описаны алгоритмы работы устройства. Для формирования отличительных особенностей разра-
батываемого прототипа и определения его функционального состава выполнен сравнительный анализ сущест-
вующих решений и проведены патентные исследования. Разработанные пневматическая схема и плата управле-
ния позволяют реализовать режимы работы, необходимые для оказания медицинской помощи. Испытания уст-
ройства, проведенные в лабораторных условиях, демонстрируют высокую надежность и энергоэффективность 
прототипа, который подходит ко всем аппаратам искусственной вентиляции легких и наркозно-дыхательным аппа-
ратам, следовательно, может применяться в отделениях анестезиологии и реанимации в лечебных учреждениях.  

Ключевые слова: эндотрахеальная трубка, трахеостомическая трубка, давление в манжете, поддер-
жание давления 
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Abstract. A fully functional prototype of the first domestic automated device ensuring the maintenance of safe 

pressure in the cuffs of endotracheal and tracheostomy tubes is presented. The operating algorithms of the device are 
described. To formulate the distinctive features of the prototype being developed and determine its functional composi-
tion, a comparative analysis of existing solutions is performed and patent research is carried out. The developed pneu-
matic circuit and control board make it possible to implement the operating modes necessary to provide medical care. 
Tests of the device carried out in laboratory conditions demonstrate the high reliability and energy efficiency of the proto-
type; the device is suitable for all mechanical ventilation devices and anesthesia-respiratory devices, and therefore, can 
be used in anesthesiology and intensive care departments in medical institutions. 
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Введение. Устройства контроля давления в манжетах эндотрахеальных и трахеостоми-

ческих трубок (ЭТТ и ТСТ) являются важным компонентом медицинского оборудования для 
управления давлением внутри манжеты, установленной вокруг трубок (рис. 1). 

ЭТТ и ТСТ герметизируют нижние дыхательные пути, обеспечивают профилактику ас-
пирации содержимого желудка за счет раздувания манжет (нагнетания избыточного давле-
ния). Расположение ЭТТ в трахее показано на рис. 2. 

 
Рис. 1 

 
Рис. 2 

Принято считать, что оптимальный диапазон давления в манжетах ЭТТ и ТСТ для 
взрослых пациентов составляет 20—30 см Н2О*. Превышение данных значений приводит к 
возникновению ишемии трахеи, образованию трахеопищеводных свищей и стенозов, разви-
тию болевого синдрома, разрыву стенок трахеи. Давление ниже рекомендованного диапазона 
приводит к пневмонии, связанной с искусственной вентиляцией легких (вентилятор-
ассоциированная пневмония — ВАП). ВАП является основной причиной смертности в отде-

                                                 
* Давление в дыхательных путях принято измерять в сантиметрах водного столба, см Н2О, или в миллимет-

рах: 1 мбар0,9806… см Н2О100 Па. 

Эндотрахеальная трубка Трахеостомическая трубка 

Манжета 

Манжета 

а)  б) 
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лении интенсивной терапии из-за микроаспирации потенциально инфекционных выделений 
через микроканалы, образованные при сворачивании избыточного материала манжеты после 
раздувания.  

Результаты исследований методов контроля давления в манжетах ЭТТ и ТСТ, проводи-
мые во всем мире, демонстрируют схожую проблематику:  

— использование „классического“ метода пальпации контрольного баллона ЭТТ и ТСТ 
при оценке уровня давления приводит к ошибкам в определении давления в манжете вне за-
висимости от стажа персонала: например, в исследовании Казахского научно-исследова-
тельского института онкологии и радиологии (Алматы, Казахстан) давление не соответство-
вало рекомендуемому оптимальному диапазону в 58 % случаев [1]; в другом исследовании 
показано, что применение пальпаторного метода при определении давления в манжете ЭТТ 
приводило к 83 % ошибок [2]; 

— с течением времени происходит самопроизвольное снижение давления; в [3] показа-
но недопустимое снижение давления (ниже 20 см Н2О) спустя 2 ч после проведения интуба-
ции в 45 % случаев.  

Для решения подобных проблем необходим постоянный инструментальный контроль 
давления в манжетах ЭТТ и ТСТ (как минимум один раз каждые 8 ч) [4]. Популярные реше-
ния, существующие в современной практике, не автоматизированы, ручное управление не по-
зволяет произвести точную настройку и требует постоянного контроля, что увеличивает на-
грузку на медицинский персонал. 

Следует отметить, что в настоящее время крупными мировыми производителями меди-
цинской техники разработаны автоматизированные устройства контроля и поддержания дав-
ления в манжетах ЭТТ и ТСТ, однако подобные устройства не производятся отечественными 
предприятиями, а зарубежные разработки не имеют регистрационных удостоверений Росзд-
равнадзора и не допущены к обращению на территории РФ. Импортные аналоги прошли 
клинические испытания и имеют доказательную базу эффективности применения в медицин-
ской практике [5—8]. 

В настоящей статье представлен разработанный полнофункциональный прототип уст-
ройства, обеспечивающего поддержание безопасного значения давления в манжетах ЭТТ и 
ТСТ. Прототип имеет простое и понятное управление и функционал, не уступающий устрой-
ствам, производимым мировыми лидерами в данной отрасли. Проведены испытания прото-
типа в условиях, близким к реальным. 

Материалы и методы исследования. Систематический обзор исследований, опубли-
кованных на русском, немецком и английском языках в 1980—2020 гг. (с преимущественным 
включением, 69 %, данных за последние девять лет), выполнен с использованием баз данных 
PubMed, ScienceDirect, ProQuest и GoogleScholar, проведены также патентные исследования. 
Использование более ранних научных работ (старше девяти лет, 21 %) обоснованно, так как 
указанные источники являются оригинальными. По результатам обзора сформулированы 
технические требования к прототипу устройства.  

Сравнительные характеристики зарубежных автоматических систем поддержания дав-
ления в манжетах ЭТТ и ТСТ и прототипа, разработанного ООО „Смарткафф“ (Москва), 
приведены в табл. 1. 

Разработанный прототип устройства по заявленным техническим характеристикам ус-
тупает аналогу производства VBM Medizintechnik GmbH по верхнему пределу диапазона зна-
чений задаваемого давления, что, однако, не является недостатком, так как оптимальный 
диапазон давления в манжетах ЭТТ и ТСТ для взрослых и детей старшего возраста составляет 
20—30 см Н2О. Для детей младше восьми лет имеются рекомендации по поддержанию  
давления, не превышающего 20 см Н2О. Следует отметить, что разработанный прототип  
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превосходит швейцарское устройство по времени автономной работы: Hamilton Medical AG — 
8 ч непрерывной работы, прототип ООО „Смарткафф“ — более 12 ч непрерывной работы. 

Таблица 1 
Основные технические харак-

теристики 
Hamilton Medical AG, 

Швейцария  
VBM Medizintechnik  

GmbH, Германия 
Разработанный прототип, 

ООО „Смарткафф“, Россия
Диапазон задаваемого  

давления, см H2O 
5…50 0…99 5…50 

Давление по умолчанию,  
см H2O 

25 25 25 

Время автономной работы, ч 8 — 15 
Возможность работы  
от элементов питания,  

перезаряжаемых  
и неперезаряжаемых  

 
Нет 

  
Нет 

  
Есть 

Точность измерения давления,  
см H2O 

± 2 ± 2 ± 2 

Режим „Поддержание  
заданного давления“  

или аналогичный 
Есть Есть Есть 

Режим „Периодическое по-
вышение давления“ или ана-

логичный 
Есть Нет Есть 

Режим „Периодическая  
декомпрессия“  

или аналогичный 

  
Нет 

  
Нет 

  
Есть 

Режим „Сдутие манжеты“  
или аналогичный 

Есть Нет Есть 

Режим „Определение  
оптимального давления“  

или аналогичный 

  
Нет 

  
Нет 

  
Есть 

Описание разработанного прототипа устройства. На рис. 3, а представлено фото 
прототипа устройства с подключенной ЭТТ в режиме поддержания заданного давления. Ап-
паратная часть (рис. 3, б) состоит из печатной платы (платы управления) и пневматического 
блока. Печатная плата содержит микроконтроллер STM32F051C8T6, драйвер двигателя пом-
пы DRV8834, пьезоизлучатели с генератором SMB-17CC-P10 и HCM1203X JLW (основной и 
резервный динамики), светодиоды световой сигнализации, контроллеры заряда аккумулятор-
ных батарей, датчики давления и других компонентов для управления блоком пневматики и 
взаимодействия с оператором.  
                                          а)                                                       б) 

             
Рис. 3 
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Пневматическая блок предназначен для подачи давления нагнетания/разряжения в ман-
жеты ЭТТ или ТСТ. Пневматическая схема блока пневматики представлена на рис. 4, где 
Pump — мембранный насос; Y1, Y2 — электромагниты; 

кPS  — датчик давления для осущест-

вления контроля; 
мPS  — датчик давления для осуществления мониторинга; V1, V2 — 3/2 

пневматические распределители для подачи давления/вакуума в ЭТ-трубку.  

 
Рис. 4 

Плата управления передает управляющий сигнал на мембранный насос Pump, который 
подает давление нагнетания/разряжения через пневматические 3/2-распределители V1 и V2  
в манжету ЭТТ или ТСТ через разъем подключения. В линии между распределителями V1, V2 
и разъемом подключения манжет установлены два датчика, непрерывно измеряющие давле-
ние в манжете с контролем взаимных показателей (при выходе из строя одного из датчиков 
прототип сообщит пользователю о неисправности и остановит подачу давления в манжету). 
Для нагнетания давления в манжету плата управления подает сигнал на электромагнит Y1 
распределителя V1, сигнал на электромагните Y2 распределителя V2 отсутствует; для разря-
жения подается сигнал на электромагнит Y2 распределителя V2, с электромагнита Y1 распре-
делителя V1 сигнал снят.  

Прототип имеет визуальную и звуковую сигнализацию опасных событий и режимов ра-
боты. Световой индикатор отображает два цвета (желтый и красный) и работает с частотой 
мигания в пределах от 0,4 до 0,8 Гц (желтый) и от 1,4 до 2,8 Гц (красный). Выполнена стан-
дартная сигнализация. 

Режимы работы. Прототип устройства имеет шесть режимов работы. 
1. Самотестирование — в данном режиме прототип проводит самодиагностику основ-

ных компонентов: контроллера, системы сигнализации, помпы, распределителей, датчиков 
давления. 

2. Поддержание заданного давления — в данном режиме прототип нагнетает давление в 
манжеты ЭТТ или ТСТ, значение которого задано по умолчанию (целевое значение давления 
по умолчанию задается в режиме „Конфигурация“). В процессе нагнетания давления пользо-
ватель имеет возможность корректировки значения целевого давления. В случае снижения 
или увеличения текущего значения давления Ру в манжете ЭТТ или ТСТ устройство автома-
тически стабилизирует это значение до целевого, установленного пользователем. 

3. Временная задержка давления — режим предназначен для временного повышения 
давления в манжетах ЭТТ и ТСТ на определенную величинуи удержания его в течение  

V1 V2

Y1 Y2

Pump

кPS

мPS
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заданного периода времени. По умолчанию задержка длится 10 мин, а к текущему значению 
Ру прибавляется 5 см H2О.  

4. Периодическая декомпрессия — режим предназначен для временного периодическо-
го понижения давления в манжетах ЭТТ и ТСТ на определенную величину и удержания его  
в течение заданного периода времени. Пользователь задает настройки режима при его акти-
вации: задается значение давления понижения (Py – Pп), время снижения давления tп, время 
периода срабатывания режима tр (рис. 5). 

 
Рис. 5 

5. Сдутие манжеты — режим предназначен для сдутия манжеты (для облегчения эксту-
бации (удаления трубки) пациента). 

6. Конфигурация — режим предназначен для выбора единиц измерения, задания значе-
ния целевого давления по умолчанию, выбора типа пациента (неонатальный или взрослый). 

Исследование и апробация режимов работы. В ходе апробации режимов работы про-
ведено исследование скорости нагнетания давления в манжету ЭТТ или ТСТ. 

Мембранный насос в выходной линии (нагнетания давления) генерирует расход сжато-
го воздуха, объем которого зависит от скважности работы насоса. Под скважностью понима-
ется время подачи напряжения питания на мембранный насос, по истечении которого иссле-
дуется разность давлений |Py–Pк| ≤ 2 см H2O. Для проведения исследований был разработан 
лабораторный стенд, внешний вид и структурная схема которого представлены на рис. 6, а, б; 
здесь приняты следующие обозначения: 1 — мешок Амбу; 2 — эндотрахеальная трубка; 3 — 
имитация трахеи; 4 — тестовое легкое; 5 — манжета; 6 — луер; 7 — персональный компью-
тер; 8 — Смарткафф; 9 — пневматический цилиндр; 10 — пневматический захват. 

       а)                                                                                        б)        

    

Рис. 6 

В рамках исследования система управления питанием мембранного насоса была на-
строена так, что при рассогласовании заданного Py и текущего Pк давлений в манжете ЭТТ 
мембранный насос включался при большой скважности, равной 200 мс. Для имитации экс-
плуатационной ситуации использовался мешок Амбу 1, имитирующий работу аппарата  
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искусственной вентиляции легких (ИВЛ), ЭТ-трубка 2 присоединялась к опытному образцу 
через разъем 6.  

На рис. 7, а представлены переходные характеристики зависимости поддержания дав-
ления в манжетах разного диаметра при скважности, равной 200 мс и различных значениях 
Py; кривая черного цвета соответствует диаметру манжеты D=7 мм, кривая синего цвета — 
D=8 мм, красного — 9 мм. 

Анализ графиков показывает, что вне зависимости от диаметра манжеты система пере-
ходит в колебательный режим. При понижении скважности работы мембранного насоса до  
50 мс переходные процессы примут вид, представленный на рис. 7, б, откуда видно, что 
уменьшение скважности снижает время регулирования и уменьшается перерегулирование 
при поддержании заданного давления в манжете ЭТТ. 

 
Рис. 7 

В ходе апробации режимов работы проведено также исследование режима „Поддержание 
заданного давления“. При исследовании этого режима работа лабораторного стенда отличается 
от предыдущего тем, что учитывается воздействие на мешок Амбу пневматического цилиндра 
(поз. 9 на рис. 6, а), имитирующего работу аппарата ИВЛ. Были проведены эксперименты по 
поддержанию заданного давления Py=25 см H2O в манжетах разного диаметра. Инспираторное 
давление Pинсп принималось равным 10 и 30 см H2O в зависимости от эксперимента. Результаты 
эксперимента представлены на рис. 8, где черной траекторией отмечена переходная характери-

а) 
 

 

 

 

 

 

Рк,  
см Н2О 

Ру=20 см Н2О 

Рк,  
см Н2О

Рк,  
см Н2О

Ру=25 см Н2О Ру=30 см Н2О 

0                 10           20 t, c 

35 

30 

25 

20 

15 

10 

5 

50 

40 

30 

20 

10 

80 

70 

60 

50 

40 

30 

20 

10 

0                 10           20 t, c 0                 10           20 t, c 

 

 

 

 

 

 

Рк,  
см Н2О 

Рк,  
см Н2О

Рк,  
см Н2О

Ру=20 см Н2О Ру=25 см Н2О
Ру=30 см Н2О 

20 

15 

10 

5 

0                 10           20 t, c 

25 

20 

15 

10 

5 

30 

25 

20 

15 

10 

5 

0                 10           20 t, c 0                 10           20 t, c 

б) 



 Интеллектуальный программно-аппаратный комплекс контроля давления 283 

JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2024. Vol. 67, N 3                                                    ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2024. Т. 67, № 3 

стика изменения давления в манжете ЭТТ при Pинсп =10 см Н2О, а красной траекторией — при 
Pинсп =30 см Н2О; пунктирная линия соответствует Py=25 см Н2О, светло-зеленое поле — диапа-
зону допустимой ошибки поддержания давления в манжете ЭТТ.  

Согласно результатам эксперимента, при увеличении инспираторного давления также 
увеличивается внешнее воздействие на стенки манжеты ЭТТ вне зависимости от ее размеров, 
что приводит к увеличению числа срабатываний пневматического блока. Также следует от-
метить, что при увеличении диаметра манжеты количество срабатываний снижается. 

 
Рис. 8 

В табл. 2 представлены численные параметры проведенных экспериментов. Режим 
„Поддержание заданного давления“ позволяет поддерживать давление Py в заданном диапа-
зоне абсолютной ошибки , равной |Py–Pк| ≤ 2 см H2O. 

Таблица 2 
Номер и параметры  

эксперимента 
Pинсп=10 см Н2О Pинсп =30 см Н2О 

Абсолютная ошибка  при 
Pинсп =10 см Н2О Pинсп =30 см Н2О 

Эксперимент № 1, 
Py=25 см H2O, D=7 мм 

Pк, см H2O 24,0 26,4 1,0 1,4 
Эксперимент № 2, 

Py=25 см H2O, D=8 мм 
Pк, см H2O 24,0 26,4 1,0 1,4 

Эксперимент № 3, 
Py=25 см H2O, D=9 мм 

Pк, см H2O 24,8 25,6 0,2 0,6 

Для исследования времени автономной работы устройства, продолжительности работы 
и точности измерений показаний при различных уровнях заряда элементов питания в составе 
лабораторной установки были активированы дополнительные компоненты (рис. 9): ПЦ1, 
ПЦ2 — пневматические цилиндры; ПЛК — программируемый логический контроллер; ПР1, 
ПР2 — пневматические распределители. Пневматический захват (ПЦ2, см. поз. 10 на рис. 6, а) 
имитирует периодическое изменение геометрии трахеи из-за неравномерного расположения 
тела пациента или сокращения мускулатуры. 

С использованием полной структурной схемы лабораторной установки получены резуль-
таты исследования, согласно которым заряд элементов питания прототипа устройства никак не 
влияет на его работу (табл. 3). Время автономной работы составило более 12 ч, что в несколько 
раз превышает время автономной работы аналогов (в частности, Hamilton Medical AG). 
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Рис. 9 

  Таблица 3 
Заряд элементов 

питания, % 
Py, см H2O Pк, см H2O 

100 25,0 25,6 
80 25,0 25,3 
60 25,0 25,9 
40 25,0 24,5 
20 25,0 25,1 

Заключение. Проанализированы и получены основные исходные данные для проектиро-
вания прототипа устройства, обеспечивающего поддержание безопасного давления в манжетах 
эндотрахеальных и трахеостомических трубок. Данные о точности измерений, условиях рабо-
ты, сигнализации и индикации опасных событий позволили сформировать следующие требова-
ния для определения основных конструктивных параметров прототипа устройства: массогаба-
ритные характеристики, требования к источнику питания, требования к системе индикации 
опасных событий (функция „тревог“), требования к режимам работы. На основании получен-
ных данных была разработана конструкторская документация для проектирования 3D-модели, 
изготовления опытного образца и разработки режимов работы прототипа продукта. 

Лабораторные испытания подтвердили высокую надежность и энергоэффективность 
прототипа, который подходит ко всем аппаратам искусственной вентиляции легких и наркозно-
дыхательным аппаратам, следовательно, может применяться в отделениях анестезиологии и 
реанимации в лечебных учреждениях. 
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OF THE NATURAL ENVIRONMENT, SUBSTANCES, MATERIALS AND PRODUCTS 
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Аннотация. Исследуется проницаемость нанопористых стекол с радиусом пор 5—200 нм. Такие порис-
тые стекла используются в качестве тонких фильтров, оптических материалов с регулируемым коэффициентом 
преломления, твердых адсорбентов, селективных мембран, основы для композиционных материалов в лазерной 
технике и оптическом приборостроении. Предложены модели структуры таких материалов и методика расчета 
их молекулярной проницаемости. Результаты расчета по предложенным моделям согласуются с эксперимен-
тальными данными.  

Ключевые слова: пористое стекло, модель структуры, молекулярная проницаемость, параллельные ка-
пилляры, взаимопроникающие компоненты 
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Abstract. The permeability of nanoporous glasses with the pore radius of 5–200 nm is studied. Such porous 

glasses are used as thin filters, optical materials with adjustable refractive index, solid adsorbents, selective membranes, 
and as the basis for composite materials in laser technology and optical instrument making. Models of the structure and 
methods for calculating the molecular permeability of such materials are proposed. Results of calculation using the pro-
posed models are compared with experimental data. 
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Пористые стекла по размерам пор могут быть разделены на нанопористые и ультрапо-
ристые. К нанопористым стеклам относят пластины с радиусом пор r= 1…10 нм, полученные 
из исходного монолитного стекла путем выщелачивания растворами кислот. Для получения 
ультрапористых стекол нанопористые пластины подвергают дополнительной обработке рас-
творами щелочей, что приводит к увеличению радиуса пор до 200 нм [1—3]. В соответствии с 
классификацией IUPAC (International Union of Pure and Applied Chemistry — Международный 
союз теоретической и прикладной химии) по размеру пор нанопористые вещества разделяют-
ся на три группы: микропористые (r < 2 нм); мезопористые (r = 2…50 нм); макропористые  
(r > 50 нм) [4]. Исследуемые в данной работе стекла относятся к группе нанопористых или 
мезопористых материалов. 

Одна из важных характеристик пористого вещества — проницаемость по отношению к 
газам и жидкостям. Известны попытки создания теории, связывающей геометрическую 
структуру пористого материала с проницаемостью. Весьма полный обзор предложенных тео-
рий приведен в работах [5, 6], где проницаемость представлена как макроскопическая харак-
теристика пористого материала, определяемая законами Пуазейля и Дарси. В нанопористых 
стеклах наблюдается молекулярный режим течения газа, подчиняющийся закону Кнудсена.  
В этой связи цель настоящей статьи — выбор моделей, описывающих структуру нанопористых 
стекол, и вывод формул для расчета их проницаемости при кнудсеновском режиме течения газа. 

Кислотным травлением отдельных компонентов в стеклах сложного состава можно по-
лучить структуру с сообщающимися порами. Структура и свойства пластинок из пористого 
стекла в значительной степени зависят от условий их окончательной термообработки [3, 7—9]. 
В работах [7, 8] было показано, что при повышении температуры термообработки тел из по-
ристого стекла от 130 до 800 оС (при постоянной длительности 40 мин) в них наблюдаются 
две стадии изменений. Первая, в диапазоне температур 130—550 оС, характеризуется незна-
чительным уменьшением суммарной пористости и некоторым увеличением среднего радиуса 
пор. На второй стадии (680—800 оС) суммарная пористость резко уменьшается, а к концу 
этой стадии основной объем пор почти полностью исчезает. Зависимость пористости (П) и 
среднего радиуса пор (r) от температуры термообработки (t) показана на рис. 1. 

 
Рис. 1 

Технология получения пористых стекол позволяет описать их структуру моделями двух 
типов: 1 — моделью параллельных капилляров [5, 10] и 2 — трехмерной изотропной моде-
лью с взаимопроникающими компонентами [10, 11]. Как было отмечено, в результате термо-
обработки пористость стеклянных пластинок остается практически постоянной, а диаметр (d) 
пор увеличивается. Это можно объяснить следующим образом.  

 В процессе получения пористой структуры на стенках пор (капилляров) образуются 
микрошероховатости (рис. 2, а). В результате термообработки микрошероховатости начинают 
оплавляться (рис. 2, б) и постепенно сглаживаются (рис. 2, в). В соответствии с этим предста-
вим микрошероховатости на стенках капилляра в упрощенном виде, а именно в виде зубцов 

П 

0,3 

0,2 

0,1 

5,0

4,0

3,0

          200          400           600        t, c 

r, нм



288 Волков Д. П., Заричняк Ю. П., Мешковский И. К., Симонова М. А. 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2024. Т. 67, № 3                                                    JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2024. Vol. 67, N 3 

одинаковой формы и размера (рис. 2, г). Далее представим капилляр в виде, показанном на 
рис. 2, д: здесь выступы микрошероховатостей „собраны“ с одной стороны капилляра, а впа-
дины — с другой, причем длины выступов и впадин равны между собой и составляют поло-
вину длины капилляра. 

 
Рис. 2 

Анализ процесса фильтрации газа через пластинки из пористого стекла проведен на 
элементарных ячейках (рис. 3). На рис. 3, а, в представлены элементарные ячейки исходной 
пористой структуры (после кислотного травления) для 1-й и 2-й моделей: здесь l1 и l2 — ра-
диусы поры (капилляра), соответствующие выступам и впадинам микрошероховатостей, L — 
длина капилляра, kм1 и kм2 — проницаемость компонентов. С повышением температуры тер-
мообработки выступы микрошероховатостей оплавляются, при этом l1 увеличивается, а l2 

уменьшается. При температуре 680 оС микрошероховатости сгладились, т.е. l1=l2. Элементар-
ные ячейки приобретают вид, изображенный на рис. 3, б, г (модели 1 и 2 соответственно). 

 
Рис. 3 

В работе [8] приведены экспериментальные данные по размерам удельной поверхности 
пор пластинок из пористого стекла. На основе этих данных была определена средняя высота 
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микрошероховатостей, составляющая hш=1,5 нм. В начальный момент времени пористость 
пластинок П=0,3, а средний радиус пор r=3,9 нм. Примем, что этот радиус соответствует вы-
ступам микрошероховатостей l1. Тогда радиус пор, соответствующий впадинам микрошеро-
ховатостей, будет равен r=l2≈1,4l1≈5,5 нм. В соответствии с принятыми допущениями найдем 

значения относительных радиусов 1l =l1/L и 2l =l2/L для рассматриваемых моделей. 

а) Модель параллельных капилляров. Запишем выражение для пористости элементарной 
ячейки до термообработки (см. рис. 3, а): 

 П = 0,5 2
1l  + 0,5 2

2l  = 0,5 2
1l  + 0,5(1,4 1)l 2. (1) 

Отсюда найдем, что при П = 0,3 1l =l1/L = 0,45. После термообработки (t=680 oC) 1l = 2l , 

тогда согласно формуле (1) получим, что при П = 0,28 1l  = 0,53. Далее примем, что изменение 

1l  в результате термообработки происходит по линейному закону. 

б) Модель с взаимопроникающими компонентами. Примем, что в начальный момент 
времени l2 = 0,5L и П = 0,3. Тогда из выражения для пористости 

 П = 3
2l  + 3 2

1l (1 – 2l )  (2) 

найдем, что 1l  = 0,34. При t=680 oC П = 0,28 и согласно уравнению (2) 1l = 2l  =0,35. 

Значения 1l  и 2l  при различной температуре отжига приведены в таблице. 

Температура 
термообработки, t C 

Пористость 
П 

Радиус 
пор 

r, нм 

Модель 
параллельных 

капилляров 
с взаимопроникающими 

компонентами 

1l  2l  1l  2l  

130 
300 
550 
680 

0,30 
0,29 
0,28 
0,28 

3,9 
4,3 
5,1 
5,6 

0,45 
0,47 
0,51 
0,53 

0,63 
0,61 
0,56 
0,53 

0,34 
0,34 
0,35 
0,35 

0,50 
0,48 
0,43 
0,35 

В работах [12, 13] отмечается, что если длина свободного пробега молекул газа больше 
диаметра капилляра, то закономерности переноса обусловлены молекулярным режимом. Мо-
лекулярный режим течения газа будет наблюдаться и в пористых стеклах. В этом случае ла-
минарное течение Пуазейля и закон фильтрации Дарси выполняться не будут. Если длина 
свободного пробега молекул газа значительно больше диаметра пор, то процессы столкнове-
ния молекул со стенками пор доминируют над соударением молекул между собой. В этом 
случае транспорт газа через мембрану происходит по механизму диффузии Кнудсена [14]. 
При наличии перепада давления молекулы газа в таких капиллярах движутся не отдельными 
слоями, а независимо друг от друга, постоянно сталкиваясь со стенками капилляра. При этом 
принимается, что молекулы газа будут проходить через капилляр, образуя молекулярный пу-
чок, в котором каждая молекула движется с той скоростью, какую она имела при входе в ка-
пилляр. Такое движение молекул газа называется кнудсеновским течением. Кнудсеновское 
течение в прямом цилиндрическом капилляре радиусом r и длиной L, на концах которого 
поддерживается постоянное давление р1 и р2, описывается уравнением [15] 

 
pV


 = 

34 2
ꞏ

3

r RT p

M L

 


 ,  (3) 

где V — объем газа, прошедшего через капилляр за время ; Δp — перепад давления на длине 
капилляра L; R — газовая постоянная; М — молекулярный вес; р — среднее давление газа;  
Т — термодинамическая температура. 

Как отмечено выше, при молекулярном режиме течения газа закон Дарси в форме 
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V k


 
S

p

L


, (4) 

где S — площадь поры (капилляра),  — вязкость, k — проницаемость пористого материала по 
Дарси, не выполняется, так как происходит отклонение вязкости пристенных слоев от объемной.  

В [16] предложено выражение для учета вязкости газа при разрежении: 

 μ = 0

1 2

1 2

2 2  
1 ꞏKn

f f

f f


  

  
 

, (5) 

где μ0 — вязкость газа при атмосферном давлении р0; Kn  d  — критерий Кнудсена; 

0   0 / p p  — длина свободного пробега молекул при давлении р; коэффициенты f1 и f2 со-

ответствуют, как правило, значениям f = f1 = f2 = 0,6…1,0.  
Отнесем в уравнении (4) объемный расход газа к среднему давлению (р1 + р2)/2 и учтем 

изменение вязкости, тогда получим модифицированный закон Дарси для молекулярного ре-
жима течения газа: 

 1 2 
 .

2

p ppV k p
S

L

 


 
 (6) 

В работе [17] величина мk  = 1 2  
2

p pk 


 названа молекулярной проницаемостью и отме-

чено, что каждый вид потока газа можно характеризовать различными постоянными прони-
цаемости; из (6) видно, что размерность проницаемости мk  в системе СИ — метр в квадрате 

на секунду (м2/с). Коэффициент проницаемости, определяемый уравнением (6), зависит от 
диаметра и типа пор и от природы газа. 

Рассмотрим процесс фильтрации газа через элементарные ячейки. В [18] были введены 
понятия: „проницаемость каркаса“ kм1 и „проницаемость поры“ kм2. Используем эти понятия 
и в данной работе. Разобьем элементарную ячейку модели параллельных капилляров  
(см. рис. 3, а) плоскостями А—А и В—В, непроницаемыми для линий тока, на отдельные уча-
стки. Записав выражения для фильтрационных сопротивлений этих участков, получим урав-
нение для эффективной проницаемости элементарной ячейки анизотропной модели: 

 мk =    2 2
2 1

2 2
м2 1 2

2
1

1

l l
k l l

   
     

 

, ν = м1

м2

k

k
. (7) 

При 1 2 l l  (см. рис. 3, б) формула (7) примет вид уравнения слоистой структуры, когда 

слои параллельны потоку [4]: 

 мk  = 2
м2 1k l  +  2

м1 11k l . (8) 

В рассматриваемом случае „каркас“ беспористый, т.е. м1k = 0 и ν = м1 м2/k k =0. Тогда 

выражение (7) преобразуется к виду 

 2
м м2 1k k l . (9) 

Для модели взаимопроникающих компонентов применим комбинированное дробление 
элементарной ячейки плоскостями А—А и С—С (см. рис. 3, в, г). В этом случае формула для 
эффективной проницаемости при условии м1k =0 имеет следующий вид: 

 
2
1

м м2 2
1 1

 
1

l
k k

l l
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. (10) 
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Неизвестной величиной в формулах (9), (10) остается „проницаемость поры“ м2k .  

В элементарной ячейке модели параллельных капилляров (рис. 3, а, б) в направлении фильт-

рации газа площадь поперечного сечения 2
1s l . Тогда расход газа через капилляр (пору) при 

молекулярном режиме течения задается законом Кнудсена: 

 
pV


 = 

4

3
r

2
ꞏ

RT p
s

M L




.  (11) 

Расход газа через элементарную ячейку может быть определен из модифицированного 
закона Дарси (6). В этом случае L и s=L2 — ширина и площадь поперечного сечения элемен-
тарной ячейки. Приравняв (6) и (11), получим выражение для проницаемости элементарной 
ячейки в модели параллельных капилляров: 

 мk  = 
2

21
12

4 2 4 2
ꞏ  ꞏ

3 3

lRT RT
r r l

M ML


 
. (12) 

Сравнение уравнений (9) и (12) показывает, что „проницаемость поры“  

 м2
4

3
k  r

2RT

M
 .  (13) 

Проницаемость элементарной ячейки структуры с взаимопроникающими компонентами 
(10) определяется как 
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м 2
1 1

4 2
 ꞏ
3 1

lRT
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M l l
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  
. (14) 

Таким образом, получены выражения для расчета коэффициента проницаемости порис-
тых материалов при молекулярном режиме течения газа для разных моделей, когда поры и 
„каркас“ образуют анизотропную структуру с однонаправленными продольными капилляра-
ми (12) либо трехмерно изотропную структуру с взаимопроникающими компонентами (14). 
По формулам (12) и (14) рассчитаны коэффициенты проницаемости мелкопористых стекол 
для водорода, гелия, неона и аргона. Результаты расчетов представлены на рис. 4, а, б; на  
рис. 4, а кривыми 1, 2 для гелия и 3, 4 для аргона обозначен расчет по формулам (12) и (14) 
соответственно, знаками 5 и 6 соответственно для гелия и аргона отмечены эксперименталь-
ные данные [4]; на рис. 4, б: 1, 2 для водорода и 3, 4 для неона — расчет по формулам (12) и 
(14) соответственно, знаки 5, 6 (водород и неон) — эксперимент [4]. 

 
Рис. 4 

Как видно из графиков, результаты расчетов качественно совпадают с эксперименталь-
ными данным, однако при температуре термообработки до t=300 C наблюдается значительное 
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(до 200 %) превышение расчетных значений над экспериментальными. Основной причиной 
такого различия и резкого увеличения экспериментальных значений газопроницаемости 
стеклянных пластинок может быть изменение степени сквознопористости при повышении 
температуры термической обработки, тогда как в моделях доля сквозных и закрытых пор не 
учитывается и принимается, что все поры сквозные. 
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ФИНИТНОЕ УПРАВЛЕНИЕ КВАДРОКОПТЕРОМ  
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Аннотация. Предложен новый алгоритм финитного управления беспилотным летательным аппаратом по 
крену и тангажу. Алгоритм управления позволяет сохранить выходной сигнал рассматриваемого объекта в за-
ранее известных границах в течение определенного интервала времени независимо от поступающих внешних 
возмущений. Проведен анализ динамической системы и определена цель управления, основным требованием к 
которой является нахождение выходного сигнала в заданном множестве. Для проведения моделирования сфор-
мированы сигналы для внешних возмущений, затем, для подтверждения эффективности предложенного алго-
ритма управления, проведены эксперименты в среде MatLab с использованием различных ограничений и воз-
мущений.  
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Abstract. A new algorithm for finite control of an unmanned aerial vehicle in roll and pitch is proposed. The con-

trol algorithm allows to save the output signal of the object under consideration within pre-known boundaries for a certain 
time interval regardless of incoming external perturbations. An analysis of the dynamic system is performed; the control 
goal is determined with the main requirement to the output signal of finding in a given set. Effectiveness of the proposed 
control algorithm is tested in simulations carried out in the MatLab environment using various restrictions and generated 
signals for external disturbances.  
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Введение. Анализ способности управлять объектом, находясь при этом на значитель-

ном удалении от него, является актуальным подходом к задачам управления. Однако при ре-
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шении таких задач необходимо обеспечить повышение качества управления, так как именно 
это определяет надежность работы всей системы. Сохранение работоспособности объекта в 
определенном известном диапазоне — это лишь один из многих существующих вариантов 
управления. Для управления в условиях определенности параметров модели существуют 
классические методы, такие как управление по заданным координатам замкнутой системы, 
управление с обеспечением заданных частотных характеристик замкнутой системы, опти-
мальное управление и др. [1, 2]. Классический метод управления, альтернативный финитному 
управлению и называемый „управление по заданному времени“, был рассмотрен в работе [3]. 
Одним из факторов оценки устойчивости системы является время переходного процесса. 
Также существует понятие сверхфинитного управления, которое позволяет достичь требуе-
мого конечного положения объекта за выбранный промежуток времени, не привязываясь при 
этом к начальным условиям [4]. Конечно, самым простым способом ускорения переходного 
процесса является увеличение коэффициента усиления линейной системы, но это приведет, 
как и при сверхфинитном управлении, к увеличению затрат [4, 5]. 

В настоящей статье рассмотрен способ замены координат, описанный в работе [6], при-
менительно к классу объектов „квадрокоптеры“. На основе этого способа разработан алго-
ритм управления беспилотным летательным аппаратом (БПЛА) по крену и тангажу, позво-
ляющий сохранить выходной сигнал рассматриваемого объекта, независимо от поступающих 
внешних возмущений, в заранее известных жестких границах в течение определенного про-
межутка времени.  

Синтез регулятора с ограничениями на значения выходной переменной. Рассмот-
рим динамическую систему: 

 
;

,

x Ax Bu Df

y Cx

  








 
(1) 

где ( ),  ( ) x t y t  — входной и выходной сигналы, ( )u t  — управление, , , A B C  — матрицы 
управления квадрокоптером, D  — известная матрица, ( )f t  — неизвестная ограниченная 
функция возмущения, зависящая от возможных параметрических неопределенности и откло-
нения, внешнего нежелательного влияния, такого как турбулентность, неучтенная нелиней-
ная динамика, перекрестные связи и т. д. 

Динамическая модель двигателя имеет следующий вид: 

 , 1, 4,i i i i i iF F k u i      (2) 

где i  — полоса пропускания исполнительного механизма, ik  — положительный коэффици-

ент усиления, iu  — входное напряжение.  

Необходимо разработать способ управления, который гарантирует, что выходные сиг-
налы объекта  y t  присутствуют в заданном множестве:  

       : , 1, ,v
i i iy y R g t y t g t i v       для 0,t   (3) 

где функции  ig t  и  ig t  ограничены совместно со своими первыми производными по вре-

мени, y  — выходной сигнал квадрокоптера, v  — количество рассматриваемых степеней 
свободы.  

Данные функции выбираются разработчиком исходя из требований к работе систе-
мы [7, 8]. Например, для стабилизации БПЛА требуется обеспечить угловое положение объ-
екта      , , t t t  

 
в заданных пределах [9]: 

      , , .t t t                

Рассмотрим выходной сигнал, который соответствует функции 
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      , ,y t g t S      (4) 

где функция ( )  S R   определяет замену координат для перехода от задач с ограничениями к 
задачам без ограничений, а функция ( ) g t R  определяет ограничения для выходного диапа-
зона; следует учесть, что функции ( )  0g t   и ( )g t  ограничены.  

Определим функцию ( )  
1

re r
S

e






 


, тогда из (4) следует, что обратное преобразование 

имеет вид   
rg y

y rg





. Таким образом, предложенная функция   ,S   наряду с целью (4), обес-

печивает соответствие выходного сигнала y  следующим условиям: 

 
     
     

, 0;

, 0.

rg y t rg t g t

rg y t rg t g t

   
   

 (5) 

Рассмотрим закон управления 
 1 2ˆ ,u K x K    (6) 

где x̂  — оценка x; первое слагаемое 1 ˆK x  обеспечивает устойчивость замкнутой системы,  

а второе слагаемое 2K   обеспечивает наличие выходного сигнала точно в заданных границах 

(4), (5); матрицы 1K  и 2K  выбираются так, чтобы матрицы 1A BK C  и 2CBK  были гурвицевы. 

Предложенный алгоритм финитного управления беспилотным летательным аппаратом 
по крену и тангажу был реализован на примере квадрокоптера QBall 2, полная линейная ди-
намическая модель и значения параметров которого соответствуют документации [10]. 

Для проведения экспериментов была использована модель квадрокоптера в векторно-
матричной форме:  

 1

2

3

4

0 1 0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0
, 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

L J L J L J L J

A

 
   
 

   
 
 

  

1 1

2 2

3 3

4 4

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0
, 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

K
B

K

K

K

 
 
 
 

   
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 

  

 (7) 

 

1

2 1

3 2

4 3

5 4

6

,  ,

x

x u

x u
x u

x u

x u

x

 
                    
  

  

где L=0,2 м — расстояние между винтом и центром тяжести, J=0,03 кгм2 — момент инерции. 
Результаты моделирования. За основу при моделировании в среде MatLab была при-

нята векторно-матричная форма выходного сигнала (7). Были выбраны несколько типов воз-

мущений и форм ограничений. Матрица возмущений выбрана в виде  1 1 1 1 1 1 .
T

D   

Требованием по времени является установка выходного сигнала в положение „0“ за время, не 
превышающее 10 с. Сигнал возмущения определен как высокочастотные мультигармониче-
ские функции: 
   1,7sin 20 2,4sin101 0,1.f t t t    (8) 



 Финитное управление квадрокоптером с гарантией нахождения выходного сигнала 297 

JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2024. Vol. 67, N 3                                                    ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2024. Т. 67, № 3 

Виды ограничений описываются следующими функциями:  

 
   
   

10ln 0,1 0,001 ;

10ln 0,1 0,001 ;

g t t

g t t

   
  

 (9) 

 
 
 

5 ;

5 ;

g t t

g t t

   
  

 (10) 

 
   
   

0,3 0,1

0,3 0,1

3 5 ;

3 5 ;

t

t

g t e

g t e





  


   

 (11) 

 
    
    

4,5 sin 0,3 1,5 0, 2 ,

4,5 sin 0,3 1,5 0,2 .

g t t

g t t

   


    
 (12) 

На рисунке, а—г в виде зависимости y(t) показана эффективность предложенного алго-
ритма управления при ограничениях (9)—(12).  

 
Результаты моделирования подтверждают, что во всем диапазоне моделирования вы-

ходной сигнал остается в заданных пределах независимо от характера внешних возмущений. 
Анализ графиков показывает, что выходной сигнал достигает требуемого значения, соответ-
ствующего нужному положению объекта, за отведенный промежуток времени, что наглядно 
отражает эффективность предложенного алгоритма управления. 

Заключение. Разработанный новый алгоритм финитного управления БПЛА по крену и 
тангажу позволяет гарантировать нахождение выходного сигнала объекта в определенном 
ограниченном множестве, а также нахождение его в конечной точке в течение заданного 

Выходной сигнал 
Верхнее ограничение 
Нижнее ограничение 

Выходной сигнал 
Верхнее ограничение 
Нижнее ограничение 

Выходной сигнал 
Нижнее ограничение 
Верхнее ограничение 

Выходной сигнал 
Верхнее ограничение 
Нижнее ограничение 

 0       0,5       1        1,5       2        2,5       3        3,5      4        4,5     t, c 

 0       0,5       1        1,5       2       2,5       3        3,5       4        4,5     t, c 

 0       0,5       1        1,5       2       2,5       3       3,5       4       4,5     t, c 

 0                1               2                3               4                 5               t, c 
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(10) —

(11) —
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промежутка времени. Границы могут быть заданы любыми непрерывно дифференцируемыми 
функциями. 

Рассмотрена линеаризованная модель квадрокоптера QBall 2 в условиях различных по-
даваемых возмущений и внешних ограничений. Эффективность предложенного алгоритма 
управления продемонстрирована моделированием в среде MatLab.  
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