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Аннотация. Предложен аналитический подход к исследованию счетных неоднородных марковских цепей на 
основе z-преобразования. На примере двух вариантов исходных данных для переходных вероятностей марков-
ской цепи показано, что оценки стационарного режима могут существенно искажать представление о поведении 
системы. Описаны аналитические процедуры получения функций вероятностей при вещественных и комплекс-
но-сопряженных собственных значениях матрицы переходных вероятностей, если ее элементы меняются скач-
кообразно. Приведены оценки для границ наступления установившегося режима в тактовом времени. Основные 
выкладки проиллюстрированы оценкой характеристик марковских цепей с учетом влияния переходной динамики 
при изменении вероятностей состояний и кусочно-постоянном изменении переходных вероятностей на интервале 
функционирования в тактовом времени.
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Введение. Марковские процессы (МП) широко применяются при исследовании различ-
ных стохастических систем [1–4]. При этом наиболее проработаны процедуры исследования 
установившихся режимов при стационарном представлении соответствующих математиче-
ских моделей. Между тем переходные процессы могут существенно влиять на характеристики 
системы через действительные средние значения вероятностей состояний [5], а вероятности 
(интенсивности) переходов в общем случае изменяются во времени, в том числе скачкообразно. 

Подробный обзор работ по переходным режимам и поведению систем с кусочно-постоян-
ными изменениями интенсивностей переходов выполнен в статье [6]. В ней отмечено, что одно 
из первых исследований переходного режима было представлено в работе Харрисона [7] в 
1981 г. Затем проблема достаточно долго не рассматривалась и вновь стала актуальной в связи 
с увеличением сетевого трафика и появлением так называемых катастроф [8–10]. В этих же 
работах указывается, что изучение МП с зависимыми от времени интенсивностями переходов 
началось с работ Кларка [11, 12]. Дальнейшее развитие соответствующей проблематики рас-
смотрено в публикациях [6, 13–17].

Следует отметить, что все перечисленные работы посвящены системам с непрерывным 
временем, и марковские цепи (МЦ) в них не рассматриваются.

Постановка задачи. В качестве МЦ в настоящей статье рассматривается счетная неодно-
родная цепь из n состояний, математическое описание которой представлено нестационарной 
матрицей переходных вероятностей (МПВ) с кусочно-постоянными изменениями элементов на 
каком-либо шаге тактового времени и вектором начального распределения вероятностей (ВНРВ): 

 Pk =  

 p11.K p12.K … p1n.K
 p21.K p22.K … p2n.K
 … … … …
 pn1.K pn2.K … pnn.K

  ∈ ℜn×n, P(0) = �P1(0) P2(0) … Pn(0)�T ∈ ℜn, (1)

где K = var — символическое обозначение очередного такта, на котором происходит скачок 
переходных вероятностей pαβ.K α = 1, …, n, β = 1, …, n; Т — символ транспонирования.

На практике допускается достаточно общий вариант, когда спектр матрицы PK составляют 
некратные вещественные и комплексно-сопряженные собственные значения.

Динамика неоднородной МЦ с тактовым временем k описывается векторно-матричным 
рекуррентным уравнением [1–4]: 
 Pk+1 = PK

TPk = �PK
T�kP0, (2)

где Pk и Pk+1 — векторы вероятностей состояний на k и k + 1 шаге (в моменты тактового времени 
k и k + 1), PK

T — транспонированная МПВ.
Алгоритмы (2) по сути не отличаются от аналогичных алгоритмов рекуррентного по-

строения решения в однородных МЦ. При этом на очередном шаге K = var для дальнейших 
матричных операций используется соответствующая матрица PK. При увеличении ее порядка 
(т.е. числа состояний МЦ), количества тактов функционирования k, а также при необходимости 
учета влияния переходных режимов интерпретация результатов становится все более затруд-
нительной и не наглядной.

В этой связи актуальна задача обобщения основных результатов [5] в части выборочного 
поиска передаточных функций и выражений для вероятностей состояний на неоднородные МЦ 
с кусочно-постоянными изменениями переходных вероятностей, что позволяло бы получать 
функции вероятностей состояний в „замкнутой“ аналитической форме, наглядно отображать 
поведение систем графически и находить средние значения вероятностей на заданном интер-
вале функционирования в тактовом времени. Вспомогательной задачей выступает обоснование 
процедур получения оценок для границ наступления установившегося режима с учетом скачков 
переходных вероятностей. Разработка соответствующего аналитического подхода составляет 
основное содержание настоящей статьи.
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Иллюстрация недостоверности стационарных 
оценок вероятностей состояний. Скачки переходных 
вероятностей обусловливают необходимость исследова-
ния не только стационарных, но и переходных режимов. 
Отсутствие учета переходной динамики может весьма 
критично сказаться на общем и детальном восприятии 
свойств системы. Рассмотрим простейшую стохасти-
ческую систему с графом состояний, изображенным на 
рис. 1.

Пусть имеется два варианта исходных данных МПВ:

1) P =  
 0,1 0,9 0
 0 0,1 0,9
 0,9 0 0,1

 ;

2) P =  
 0,9 0,1 0
 0 0,9 0,1
 0,1 0 0,9

 . 

Ввиду равенства отдельных характеристик состояний между собой „внутри“ каж-
дого варианта в силу эргодичности (независимо от значений компонентов вектора P(0) = 
= �P1(0) P2(0) P3(0)�T) для вектора установившегося решения имеет место результат

 P(k → ∞) = [1/3 1/3 1/3]T. (3)

Насколько справедливо его использование, рассмотрим на примере поведения системы при 
изменении тактового времени от 0 до 40, если задан вектор начальных условий P(0) = [1 0 0]T.

Для поиска операторов „вход–выход“ в z-форме (z-передаточных функций) воспользуемся 
соотношениями [5]:

 Φii(z) =  = , Φij(z) =  = , (4)

где Pi(z) — i-й компонент вектора текущего распределения вероятностей (ВТРВ) в z-форме; 
Pj(0) — j-й компонент ВНРВ; det(…) — характеристический определитель числовых матриц;  
En–1 — единичная ((n – 1) × (n – 1))-матрица; Pii

T — матрица PT, уплотненная в результате удале-
ния i-й строки и i-го столбца; Dij — матрица PT, в которой i-й столбец коэффициентов заменен 
на j-й столбец матрицы En.

Для каждого варианта исходных данных требуется найти операторы от первого компо-
нента ВНРВ к каждому из компонентов ВТРВ. В соответствии с выражениями (4) для первого 
варианта исходных данных МПВ получаем

 PT =  
 0,1 0 0,9
 0,9 0,1 0
 0 0,9 0,1

 , P11
T  =   0,1 0

 0,9 0,1
 , P22

T  =   0,1 0,9
 0 0,1

 , P33
T  =   0,1 0

 0,9 0,1
 ,

 D21 =  
 0,1 1 0,9
 0,9 0 0
 0 0 0,1

 , D31 =  
 0,1 0 1
 0,9 0,1 0
 0 0,9 0

 .

Далее

 det(zE3 – PT) = det  
 z – 0,1 0 –0,9
 –0,9 z – 0,1 0
 0 –0,9 z – 0,1

  = z3 – 0,3z2 + 0,03z – 0,73,

Рис. 1
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 det(zE2 – P11
T ) = det   z – 0,1 0

 –0,9 z – 0,1
  = z2 – 0,2z + 0,01,

 det(zE2 – P22
T ) = det   z – 0,1 –0,9

 0 z – 0,1
  = z2 – 0,2z + 0,01,

 det(zE2 – P33
T ) = det   z – 0,1 0

 –0,9 z – 0,1
  = z2 – 0,2z + 0,01,

 det(zE3 – D21) = det  
 z – 0,1 –1 –0,9
 –0,9 z 0
 0 0 z – 0,1

  = z3 – 0,2z2 – 0,89z + 0,09,

 det(zE3 – D31) = det  
 z – 0,1 0 –1
 –0,9 z – 0,1 0
 0 –0,9 z

  = z3 – 0,2z2 + 0,01z – 0,81,

 Φ11(z) =  =  = ,

 Φ21(z) =  =  =  = 

 = ,

 Φ31(z) =  =  =  = 

 = .

Матрица PT имеет собственные значения z1 = 1, z2,3 = λ ± jω = –0,35 ± j0,779. Таким обра-
зом, общий знаменатель всех полученных z-операторов представляется в виде

 det(zE3 – PT) = (z – z1) (z2 – 2λz + λ2 + ω2) = (z – 1)(z2 + 0,7z + 0,73).

Паре комплексно-сопряженных корней z2,3 соответствуют общие для всех функций вероят-
ностей базовые параметры [5]:

 d = λ2 + ω2 = 0,854; φ0 = π – arctg�   � = 1,993; φ = arctg�   � = 0,524.

Далее согласно [5]:

1) для оператора Φ11(z) =  =   имеем

 C1.11(k) =    
z = z1 =1

 z1
k = c1.11·z1

k = 0,333·1k = 0,333,

 Φy.11(z) = Φ11(z)(z – z2)(z – z3)(z – 1) = z2 – 0,2z + 0,01,

 Φy.11(λ + jω) = Φy.11(z)  
z = λ + jω

 = –0,405 – j0,701,
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 d11 = ·  = 0,667, Δφ11 = arg⎣Φy.11(λ + jω)⎦ = –2,094, φ11 = φ + Δφ11 = –1,571,

 P1(k) = C1.11(k) – d11dksin(φ0k + φ11) = 0,333 – 0,667·0,854ksin(1,993k – 1,571);

2) для оператора Φ21(z) =  =  имеем

 C1.21(k) =    
z = z1 =1

 z1
k = c1.21·z1

k = 0,333·1k = 0,333,

 Φy.21(z) = Φ21(z)(z – z2)(z – z3)(z – 1) = 0,9z – 0,09,

 Φy.21(λ + jω) = Φy.21(z)  
z = λ + jω

 = –0,405 + j0,701,

 d21 = ·  = 0,667, Δφ21 = arg⎣Φy.21(λ + jω)⎦ = 2,094, φ21 = φ + Δφ21 = 2,618,

 P2(k) = C1.21(k) – d21dksin(φ0k + φ21) = 0,333 – 0,667·0,854ksin(1,993k + 2,618);

3) для оператора Φ31(z) =  =  имеем

 C1.31(k) =    
z = z1 =1

 z1
k = c1.31·z1

k = 0,333·1k = 0,333,

 Φy.31(z) = Φ31(z)(z – z2)(z – z3)(z – 1) = 0,81, Φy.31(λ + jω) = Φy.31(z)  
z = λ + jω

 = 0,81,

 d31 = ·  = 0,667, Δφ31 = arg⎣Φy.31(λ + jω)⎦ = 0, φ31 = φ + Δφ31 = 0,524,

 P3(k) = C1.31(k) – d31dksin(φ0k + φ31) = 0,333 – 0,667·0,854ksin(1,993k + 0,524).

При втором варианте исходных данных, пользуясь результатами [5], по аналогии полу чаем 
для функций вероятностей состояний следующие соотношения (для различения в индексы 
вероятностей добавляется символ „*“):

 P1*(k) = 0,333 – 0,667·0,854ksin(0,102k – 1,571), P2*(k) = 0,333 – 0,667·0,854ksin(0,102k + 2,618),
 P3*(k) = 0,333 – 0,667·0,854ksin(0,102k + 0,524).

Рис. 2
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Сравнительный анализ приведенных функций для первого и второго варианта исходных 
данных МПВ показывает, что единственное различие одноименных вероятностей заключается в 
значении параметра φ0. Для комплексно-сопряженной пары собственных значений МПВ второго 
варианта z2,3*  = λ* ± jω* = 0,85 ± j0,087 справедлив результат φ0 = arctg(|ω/λ|) = 0,102 [5]. Однако 
это приводит к различающемуся поведению одноименных функций вероятностей, что видно 
из попарного сравнения графиков (см. рис. 2–4). Здесь функции вероятностей состояний пред-
ставлены с экстраполяцией значений на длину такта. Тонкими линиями на графиках показаны 
верхняя P+(k) = 0,333 + 0,667·0,854k и нижняя P–(k) = 0,333 – 0,667·0,854k огибающие, которые 
идентичны для всех функций вероятностей.

Соответственно все функции вероятностей имеют одно и то же время установления ста-
ционарного режима [5]:

 k =  = 23,443 → 24.

В то же время очевидно, что некорректно описанные варианты отождествлять по одина-
ковым установившимся значениям вероятностей и единому тактовому времени наступления 
стационарного режима. В частности, „биения“ вероятностей при изменении тактового времени 
в первом варианте обусловливают очень осторожное прогнозирование свойств МЦ в переходной 
динамике, так как на каком-либо шаге можно получить значительное несоответствие ожидаемых 
и реальных характеристик, хотя средние значения вероятностей на интервале функционирова-
ния достаточно близки к стационарным.

Для второго варианта на интервале k = 0–40 среднее значение вероятности первого, напри-

мер, состояния P1(0–40) = � ∑
40

k=0
P1(k)��41 = 0,415 оказывается почти на 24,6 % больше стацио-

нарного. Понятно, что при уменьшении интервала функционирования ситуация усугубляется: 

при k = 0–10 среднее значение той же вероятности P1(0–10) = � ∑
10

k=0
P1(k)��11 = 0,641 оказывается 

больше стационарного уже на 92,5 %.

Рис. 3

Рис. 4
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Также ясно, что при исследовании неоднородной МЦ со скачками вероятностей перехо-
дов от первого варианта ко второму и наоборот возникающие стационарные режимы не будут 
отражать истинную картину поведения системы.

Исследование неоднородных МЦ с кусочно-постоянными переходными вероятностя-
ми. Поведение неоднородной МЦ при скачках переходных вероятностей схематично отобра-
жается на рис. 5.

С начала функционирования МЦ каждому соответствующему интервалу тактового време-
ни сопоставляется „собственная“ МПВ и, как следствие, своя матрица передаточных функций. 
При скачке в момент тактового времени k = K1 из мгновенных значений функций вероятностей 
составляется новый вектор начального распределения. Находятся новые необходимые для вы-
числений z-передаточные функции, определяются текущие функции вероятностей состояний. В 
очередной момент скачка тактового времени k = K2 процесс повторяется и т. д.  При сопряжении 
функций вероятностей и при получении оценок для границ наступления установившегося ре-
жима учитывается смещение временного аргумента. Выходной вектор вероятностей очередного 
скачка является вектором начальных условий в момент тактового времени следующего скачка 
переходных вероятностей.

В качестве примера рассматривается неоднородная МЦ с интервалом функционирования от 
0 до 30 тактов и кусочно-постоянными изменениями переходных вероятностей. Математическая 
модель МЦ задается в виде следующих структур МПВ и ВНРВ (соответствует графу на рис. 1): 

 P0 =  
 0,9 0,1 0
 0 0,9 0,1
 0,1 0 0,9

 , P10 =  
 0,2 0,8 0
 0 0,4 0,6
 0,4 0 0,6

 , P20 =  
 0,92 0,08 0
 0 0,6 0,4
 0,92 0 0,08

 , P0(0) =  
 1
 0
 0

 .

При этом происходит два скачка переходных вероятностей на 10 и 20 тактах соответственно.
При k = K1 = 10 с помощью полученных ранее функций вероятностей находятся „новые“ 

начальные условия и собственные значения МПВ

 P1*(10) = 0,333 – 0,667·0,854ksin(0,102k – 1,571)|k = 10 = 0,406,

 P2*(10) = 0,333 – 0,667·0,854ksin(0,102k + 2,618)|k = 10 = 0,399,

 P3*(10) = 0,333 – 0,667·0,854ksin(0,102k + 0,524)|k = 10 = 0,195,

 P1(0) = P0(10) = [0,406 0,399 0,195]T,

 P10 =  
 0,2 0,8 0
 0 0,4 0,6
 0,4 0 0,6

  ⇒ z1 = 1, z2,3 = 0,1 ± j0,48 = λ ± jω.

Для упрощения записей вводится ранее использованное обозначение

 PT = P10
T  =  

 0,2 0 0,4
 0,8 0,4 0
 0 0,6 0,6

 , 

 A(z) = det(zE3 – PT) = (z – z1)(z2 – 2λz + λ2 + ω2) = (z – 1)(z2 – 0,2z + 0,24),

Рис. 5
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далее формируются

 P11
T  =   0,4 0

 0,6 0,6
 , P22

T  =   0,2 0,4
 0 0,6

 , P33
T  =   0,2 0

 0,8 0,4
 ,

 D21 =  
 0,2 1 0,4
 0,8 0 0
 0 0 0,6

 , D31 =  
 0,2 0 1
 0,8 0,4 0
 0 0,6 0

 , D12 =  
 0 0 0,4
 1 0,4 0
 0 0,6 0,6

 , D32 =  
 0,2 0 0
 0,8 0,4 1
 0 0,6 0

 ,

 D13 =  
 0 0 0,4
 0 0,4 0
 1 0,6 0,6

 , D23 =  
 0,2 0 0,4
 0,8 0 0
 0 1 0,6

 , 

 det(zE2 – P11
T ) = det   z – 0,4 0

 –0,6 z – 0,6
  = z2 – z + 0,24,

 det(zE2 – P22
T ) = det   z – 0,2 –0,4

 0 z – 0,6
  = z2 – 0,8z + 0,12,

 det(zE2 – P33
T ) = det   z – 0,2 0

 –0,8 z – 0,4
  = z2 – 0,6z + 0,08,

 det(zE3 – D21) = det  
 z – 0,2 –1 –0,4
 –0,8 z 0
 0 0 z – 0,6

  = z3 – 0,8z2 – 0,68z + 0,48, 

 det(zE3 – D31) = det  
 z – 0,2 –1 –0,4
 –0,8 z – 0,4 0
 0 –0,6 z

  = z3 – 0,6z2 + 0,08z – 0,48,

 det(zE3 – D12) = det  
 z 0 –0,4
 –1 z – 0,4 0
 0 –0,6 z – 0,6

  = z3 – z2 + 0,24z – 0,24,

 det(zE3 – D32) = det  
 z – 0,2 0 0
 –0,8 z – 0,4 –1
 0 –0,6 z

  = z3 – 0,6z2 – 0,52z + 0,12,

 det(zE3 – D13) = det  
 z 0 –0,4
 0 z – 0,4 0
 –1 –0,6 z – 0,6

  = z3 – z2 – 0,16z + 0,16,

 det(zE3 – D23) = det  
 z – 0,2 0 –0,4
 –0,8 z 0
 0 –1 z – 0,6

  = z3 – 0,8z2 + 0,12z – 0,32.

Строится матрица передаточных функций (общий знаменатель для удобства записи вы-
носится)

 B11(z) = det(zE2 – P11
T ) = z2 – z + 0,24,

 B12(z) = zdet(zE2 – P11
T ) – det(zE3 – D12) = z(z2 – z + 0,24) – (z3 – z2 + 0,24z – 0,24) = 0,24,

 B13(z) = zdet(zE2 – P11
T ) – det(zE3 – D13) = z(z2 – z + 0,24) – (z3 – z2 – 0,16z + 0,16) = 0,4z – 0,16,

B21(z) = zdet(zE2 – P22
T ) – det(zE3 – D21) = z(z2 – 0,8z + 0,12) – (z3 – 0,8z2 – 0,68z + 0,48) = 0,8z – 0,48,
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 B22(z) = det(zE2 – P22
T ) = z2 – 0,8z + 0,12,

 B23(z) = zdet(zE2 – P22
T ) – det(zE3 – D23) = z(z2 – 0,8z + 0,12) – (z3 – 0,8z2 + 0,12z – 0,32) = 0,32,

 B31(z) = zdet(zE2 – P33
T ) – det(zE3 – D31) = z(z2 – 0,6z + 0,08) – (z3 – 0,6z + 0,08z – 0,48) = 0,48,

B32(z) = zdet(zE2 – P33
T ) – det(zE3 – D32) = z(z2 – 0,6z + 0,08) – (z3 – 0,6z2 – 0,52z + 0,12) = 0,6z – 0,12,

 B33(z) = det(zE2 – P33
T ) = z2 – 0,6z + 0,08.

 Φ(z) =   
 B11(z) B12(z) B13(z)
B21(z) B22(z) B23(z)
B31(z) B32(z) B33(z)

  = 

 =  ·  
 z2 – z + 0,24 0,24 0,4z – 0,16
 0,8z – 0,48 z2 – 0,8z + 0,12 0,32
 0,48 0,6z – 0,12 z2 – 0,6z + 0,08

  .

Определяются эквивалентные z-операторы

 Φ1.1(z) =  ∑
3

n=1
B1n(z)Pn.1(0) =  =

 =  = ,

 Φ2.1(z) =  ∑
3

n=1
B2n(z)Pn.1(0) =  =

 =  = ,

 Φ3.1(z) =  ∑
3

n=1
B3n(z)Pn.1(0) =  =

 =  = .

С использованием общих результатов [5] по полученным z-операторам Φ1.1(z), Φ2.1(z), 
Φ3.1(z) находятся текущие выражения для функций вероятностей состояний

 P1.1(k) = 0,231 – 0,255·0,49k·sin(1,776k – 0,757),
 P2.1(k) = 0,307 – 0,361·0,49k·sin(1,776k + 0,396),
 P3.1(k) = 0,462 – 0,313·0,49k·sin(1,776k + 1,019).

При k = K1 = 20

 P1.1(k – K1) = P1.1(10) = 0,231, P2.1(k – K1) = P2.1(10) = 0,307, P3.1(k – K1) = P3.1(10) = 0,462,
 P2(0) = P1(10) = [0,231 0,307 0,462]T,

 P20 =  
 0,92 0,08 0
 0 0,6 0,4
 0,92 0 0,08

  , PT = P20
T  =  

 0,92 0 0,92
 0,08 0,6 0
 0 0,4 0,08

  , z1 = 1, z2 = 0,428, z3 = 0,172,

 A(z) = det(zE3 – PT) = (z – z1)(z – z2)(z – z3) = (z – 1)(z – 0,428) (z – 0,172).
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По аналогии с предыдущими расчетами находится очередная матрица передаточных функ-
ций и определяются эквивалентные по суммарному действию компонентов „нового“ вектора 
начальных условий z-операторы 

 Φ(z) =  ·  
 z2 – 0,68z + 0,048 0,368 0,92z – 0,552
 0,08z – 0,0064 z2 – z + 0,0736 0,0736
 0,032 0,4z – 0,368 z2 – 1,52z + 0,552

 ,

 Φ1.2(z) = , Φ2.2(z) = ,

 Φ3.2(z) = .

В итоге находятся аналитические выражения функций вероятностей после второго скачка 

 P1.2(k) = 0,777 – 0,18·0,428k – 0,366·0,172k,
 P2.2(k) = 0,155 + 0,084·0,428k + 0,068·0,172k,
 P3.2(k) = 0,068 + 0,096·0,428k + 0,298·0,172k.

После сопряжения по участкам тактового времени имеют место следующие соотношения: 

 P1(k) = �
0,333 – 0,667·0,854ksin(0,102k – 1,571), ∀0 ≤ k < 10;
0,231 – 0,255·0,49k–10sin[1,776(k – 10) – 0,757), 10 ≤ k < 20;
0,777 – 0,18·0,428k–20 – 0,366·0,172k–20, k ≥ 20,

 P2(k) = �
0,333 – 0,667·0,854ksin(0,102k + 2,618), ∀0 ≤ k < 10;
0,307 – 0,361·0,49k–10sin[1,776(k – 10) + 3,396), 10 ≤ k < 20;
0,155 + 0,084·0,428k–20 + 0,068·0,172k–20, k ≥ 20,

 P1(k) = �
0,333 – 0,667·0,854ksin(0,102k + 0,524), ∀0 ≤ k < 10;
0,462 – 0,313·0,49k–10sin[1,776(k – 10) + 1,019), 10 ≤ k < 20;
0,068 + 0,096·0,428k–20 + 0,298·0,172k–20, k ≥ 20.

Графики огибающих найденных аналитических функций вероятностей состояний при 
кусочно-постоянном изменении переходных вероятностей представлены на рис. 6.

При оценке границ наступления устано-
вившегося режима для каждого значения вероят- 
ности следует учитывать смещение тактового 
времени. Для первого состояния при несме-
щенном тактовом времени функция вероятно-
сти состояния окончательно принимает вид

P1.2(k) = 0,777 – 0,18·0,428k – 0,366·0,172k.

Согласно [5], для несмещенной оценки 
времени установления „снизу“ с использова-
нием части функции  с доминирующим корнем  
можно получить

k1 =  = 1,805 → 2.
Рис. 6
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Действительное время наступления стационарного режима для вероятности первого со-
стояния рассчитывается с учетом смещения в 20 тактов
 k1.20– = k1– + 20 = 22.

Для вероятности второго состояния несмещенное время установления „сверху“ при 
P2.2(k) ≈ 0,155 + 0,084·0,428k с тем же доминирующим корнем составит

 k2+ =  = 2,8 → 3,

а с учетом смещения тактового времени
 k2.20+ = k2+ + 20 = 23.

И, наконец, для вероятности третьего состояния при приближении P3.2(k) ≈ 0,068 + 
+ 0,096·0,428k можно получить

 k3+ =  = 3,946 → 4, k3.20+ = k3+ + 20 = 24.

Полученные оценки времен установления хорошо согласуются с графиками функций ве-
роятностей состояний на рис. 6.

Очевидно, что установившиеся значения вероятностей в виде

 P(k → ∞) = [0,777 0,155 0,068]T.

существенно отличаются от их средних значений на всем интервале функционирования МЦ с 
учетом скачков переходных вероятностей

 P1(0–30) =  = 0,542, P2(0–30) =  = 0,254, P3(0–30) =  = 0,204.

Заключение. Описанный подход позволяет исследовать неоднородные МЦ с кусочно-по-
стоянными изменениями переходных вероятностей в строгой аналитической форме, он сохра-
няет все свойства основного подхода к выборочному поиску функций вероятностей состояний, 
изложенному в работе [5]. Наиболее просто процедуры реализуются для варианта некратных 
вещественных собственных значений МПВ. Однако наличие комплексно-сопряженных пар 
также не приводит к каким-либо существенным вычислительным затруднениям.

При этом обеспечиваются точность и наглядность представления соответствующих ре-
зультатов, получение валидных оценок для времени установления стационарных режимов, 
определение „истинных“ средних значений вероятностей состояний на всем интервале разви-
тия системы с учетом скачков вероятностей. Таким образом, в целом значительно (а часто — 
принципиально несоизмеримо), по сравнению с результатами использования стационарных 
характеристик, повышается информативность представлений о реальном поведении МЦ.

Автор выражает признательность рецензенту за продуктивные замечания, способствовав-
шие улучшению содержания настоящей статьи.
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