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Аннотация. Рассматривается задача траекторного управления движением мобильного робота вдоль за-
данной непрерывной траектории. Математическая модель движения робота может содержать неизвестные пара-
метры, а траектория движения представляет собой произвольную непрерывную кривую с ограниченной кривиз-
ной. Приведена нелинейная модель движения робота, преобразование которой к нормальной форме позволило 
синтезировать робастный регулятор с использованием метода расширенного наблюдателя. Полученный алго-
ритм управления обеспечивает движение робота вдоль непрерывной траектории с ограниченной в установив-
шемся режиме ошибкой, максимальное значение которой может регулироваться с помощью настроечных пара-
метров.  
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Abstract. The problem of trajectory control of the movement of a mobile robot along a given continuous trajectory 
is considered. Mathematical model of the robot's movement may contain unknown parameters, and the movement tra-
jectory is an arbitrary continuous curve with limited curvature. For presented nonlinear model of robot movement, trans-
formation of the model to the normal form allows for synthesizing a robust controller using the extended observer meth-
od. The obtained control algorithm ensures the robot movement along a continuous trajectory with an error limited in the 
steady state, the maximum value of the error can be adjusted using the tuning parameters.  
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Введение. В настоящей статье рассматривается задача траекторного управления движе-
нием мобильного робота вдоль заданной траектории [1—5]. Особенность данной задачи за-
ключается в том, что математическая модель движения робота содержит неизвестные пара-
метры, а функция, описывающая траекторию движения, может быть трансцендентной (не 
имеющей аналитического решения для обратной функции). Предлагается робастный регуля-
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тор, основанный на методе расширенного наблюдателя и обеспечивающий решение задачи 
движения робота вдоль траектории с ограниченной ошибкой, максимальное значение кото-
рой может регулироваться с помощью настроечных параметров.  

Постановка задачи. Рассматриваются мобильный робот, движущийся на плоскости с 
координатами     , x t y t , и непрерывная траектория, которая может быть представлена в 

виде гладкой кривой  : s sS y x  , где  ,s sx y  — координаты некоторой точки, принадле-

жащей кривой (см. рис. 1).  
Доп ущ е н и е  1. Линейная и угловая скорость движения робота ограничены: maxV V , 

max   . 
Доп ущ е н и е  2. Максимальная кривизна траектории S  во всем ее протяжении огра-

ничена:  

 max
1

R
    , 

где   — кривизна траектории, R  — радиус кривизны в точке кривой S . 
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Рис. 1 

Положение и ориентация робота на плоскости определяются линейными координатами 

 ,x y  в системе координат, связанной с Землей, и углом рысканья  . 

Кинематическая модель движения робота описывается следующими уравнениями [6, 7]: 
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y

x v
y v

  
      
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

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,  (1)  

где  ,x yv v  — вектор линейных скоростей робота в абсолютной системе координат, связан-

ный с вектором  ,x yV V  линейных скоростей робота в продольном и поперечном направле-

ниях движения: 

  x x

y y

v V
T

v V
   

    
   

, (2) 

где  
cos sin

sin     cos
T

   
     

 — матрица поворота. 

Динамическая модель движения робота определяется уравнениями 
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, (3) 

где xa , ya , a  — инерционные параметры; xb , yb , b  — параметры, связанные с эффектив-

ностью управляющих воздействий, также предполагается, что их значения могут быть неиз-
вестны; xF , yF  и M  — обобщенные продольная и поперечные силы и поворотный момент, 

действующие на мобильный робот, развиваемые некоторыми движителями.  
Требуется разработать алгоритм робастного управления мобильным роботом по изме-

рениям текущих координат x , y , скорости V  и ориентации  , обеспечивающий в условиях 
параметрической неопределенности ограниченные отклонение от траектории и ошибку по 
скорости: 

   maxlim
t

e t e


 ,   maxlim
t

t


   ,   ma
*

xlim
t

V t V V


   , (4) 

где  e t  — минимальное расстояние от робота до кривой; *     — отклонение угла рыс-

канья   от угла * , определяющего направление касательной к кривой в ближайшей точке от 
робота; max max max, ,e V   — заданные значения допустимых отклонений робота от траектории 

и скорости; *V  — заданная скорость движения. 
Замечание 1. В рамках данной статьи допускается, что регулируемые параметры   , e t  

 t  вычисляются или оцениваются на основе текущих координат x , y , скорости V  и ори-

ентации   (см., например, [7]).  
Модель движения в нормальной форме. Введем в рассмотрение вспомогательную пе-

ременную s , определяющую длину пройденного пути, и совместно с расстоянием е запишем 
модель движения робота вдоль непрерывной кривой [1]: 
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Подставим в (5) выражение (2): 
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. (6) 

Для   имеем 

 
*

* cos sinx y
d ds s V V
ds dt


                , 

где 
*d

ds


   — кривизна заданной траектории [1]. 

Для получения полной модели движения робота вдоль траектории рассмотрим замену 
координат: 
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 (7) 

и введем обозначения  
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Заметим, что матрица  Σ ,   является невырожденной:  detΣ , 1   . Нетрудно полу-

чить выражение для обратной матрицы, определенной, как и матрица  Σ ,  , для всех   и  : 
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Динамическую модель движения робота (3) перепишем в виде 
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Дифференцируя элементы матрицы  Σ ,  , получаем  
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Дифференцируя (7), получаем 
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Таким образом, замена координат (7) позволяет записать нелинейную модель движения 
мобильного робота вдоль гладкой траектории в нормальной форме: 
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1 2   ; 

   2 1 2 1, , ,q g u        , 

где нелинейные преобразования имеют вид 
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   1 3 1, Σ ,Tg h B     , 

а переменный параметр   также может быть смоделирован в терминах нормальной формы 
нелинейной системы как нуль-динамика. В самом деле, изменение этого параметра допусти-
мо при равенстве нулю выходных переменных 0e   и 0  .  

Введение внутренней модели. Переформулируем цель управления как задачу слежения 
для измеряемой и регулируемой выходной переменной 1  и задающего воздействия 
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Определим переменные отклонений  
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             1
1 2 1 3 2 1 2 2 3 1 3 1 2 1 2, , , Σ , ,T T Tq w P h h w P h A h h w                  
      = 

         1
1 2 1 3 2 2 3 1 3 1 1 2, , Σ , ,T T Tq P h P h A h h w                
    . 

В идеальном случае необходимо обеспечить 1 0  , 2 0  . Тогда можно найти выраже-

ние  w  для управления в установившемся режиме как функцию от задающего воздействия 

исходя из условия [8—10] 

           1
2 1 20 0,0, Σ 0, 0, 0,q P A h w g w             , 

откуда 

         1 1
2 1 20, Σ 0, 0,w g P A h w            = 

  1 1 1
2 2

1 0

0 0

0 1
x x z z za b w b a b w  

   
           
      

 . (9) 
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Проанализируем номинальный закон управления (9), обеспечивающий достижение цели 
управления с нулевой ошибкой в установившемся режиме. Управление в продольном направ-
лении должно быть пропорционально желаемой скорости. В рамках поставленной задачи 
справедливо соотношение для любого положительного постоянного параметра x : 

  1 1
2x x x xw a b w    , 0x  . 

Опираясь на это свойство, можно сформировать внутреннюю модель по управлению в 
продольном направлении: 

x xu  , x x x xF u    , 

где xu  — новое управление в продольном направлении (будет определено далее). 

В поворотном направлении такого свойства нет, так как параметр   в общем виде носит 
переменный характер. Тем не менее заметим, что для прямых участков заданной траектории 
движения верно 0  , а для участков, которые можно описать дугой окружности, справедли-
во const   и 0  . Таким образом, если полагать, что заданная траектория представляет со-
бой композицию прямых и дугообразных участков, то справедливо  

   1 1 1
2z z z z zw b a b w        , 0z  , 

и целесообразно рассмотреть внутреннюю модель и в поворотном направлении: 
z zu  , z z zM u    , 

где zu  — новое управление в поворотном направлении (будет определено далее), z  — по-

ложительный параметр. 
В поперечном направлении внутренняя модель при такой постановке задачи (без воз-

мущающих воздействий) не обязательна: 

y yF u , 
где yu , наряду с xu  и zu , будет определено далее. 

Рассмотрим вспомогательные переменные 

 x x x w    ,  z z z w     

и запишем агрегированную модель системы: 

x xu  , 

z zu  , 

1 2    , 

     2 1 2 1 1, , , , 0 ,
x x x

y

z z z

u
q w g g u

u

   
               
      


    


, 

где 

     
 

 
1 2 1 2 1, , , , , , , 0

x x

z x

w
q w q w g

w

  
            
   

     . 

Замечание 2. Важно отметить, что член  0,0, ,q w  тождественно равен нулю в слу-

чае 0   благодаря выбору функций  w  и  ,x z w  и является соизмеримо малой величи-

ной при относительно малых значениях  . 
Выбрав законы управления в виде 
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  1 20 , , ,
x x x

y

z zz

u
u w

u

    
          
      


 


, (10) 

где       1
1 2 1 1 2 1 1 2 2, , , , , , ,w g q w k k                     с некоторыми положительными па-

раметрами 1k  и 2k , получим динамику замкнутой системы в виде двух подсистем: 

 
 
 

1 1 2

3 1 2

, , , ;

, , , ;

x x x

z z z

T

T

h w

h w

         


         

   

   
 (11) 

 1 2

2 1 1 2 2

,

.k k

  

   



 

 

  
 (12) 

Утверждение 1. Система 

 Φ , ,X X w   

с вектором состояния  1 2col , , ,x zX         и преобразованием  Φ , ,X w , определенным  

в (11), (12), является асимптотически устойчивой при условии  0 , а при        все траек-

тории системы ограничены областью, зависящей от параметра  : X  . 
Доказательство. Соответствующий выбор параметров 1k  и 2k  позволяет обеспечить 

экспоненциальную устойчивость системы (12) и сходимость к нулю переменных 1  и 2 . 

Благодаря структуре нелинейной функции  1 2, , , w      и свойству  0,0, , 0w    заключаем, 

что переменные состояния внутренне устойчивых систем (11) стремятся к нулю. С учетом за-
мечания 1 следует отметить, что при нарушении свойства 0   стремление к нулю перемен-
ных состояния будет также нарушено, однако система сохранит свойство устойчивости по 
входу, а переменные состояния будут ограничены, если ограничена переменная   . 

Синтез робастного закона управления. Закон управления (10) не всегда может быть 

реализован, так как зависит от переменных 2 , w  и ,x z , которые могут быть неизмеряемы-

ми. Здесь такой закон управления будет заменен робастной версией с помощью расширенно-
го наблюдателя [11—14] 

 

 
 
 

ˆsat

ˆsat

ˆsat

N xx

y N y

z N z

uu
u u u

u u

  
  

    
  
    

, (13) 

где  

 1
1 1 2 2

ˆ
ˆ ˆˆ

ˆ

x

y

z

u
u G k k

u




 
           
 
 

, (14) 

где  2 1 2
ˆ ˆ ˆ,

T
K k k          ; число N  выбирается разработчиком, матрица с постоян-

ными параметрами G  должна быть невырожденной и выбрана из условия 

  1
1

1, 1g G G      , 
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где   — число, удовлетворяющее условию 0 1  , а 3R -векторы переменныx 1̂ , 2̂  и   

являются состояниями расширенного наблюдателя вида 

 1 2 2 1 1
ˆ ˆ ˆa        ; 

 2
2 1 1 1

ˆ ˆGu a         , 

 3
0 1 1

ˆa       

с настроечными параметрами  0 1 2a a a  и  . 

Для доказательства устойчивости замкнутой системы рассмотрим вспомогательные пе-
ременные  

 2
1 1 1

ˆ     ; 

 2 2 2
ˆ     ; 

        3 1 2 1 1 1 2, , , , 0 , , ,
x x

z z

q w g g G u  

  
                 
   


      


, 

где  1 2, ,u      — выражение, полученное из (13), (14) заменой 1̂ , 2̂  на 1 , 2 . 

Дифференцируя вектор  1 2 3, ,     , получаем  

      2 2
1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1

ˆ ˆ ˆa a                     ; 

 2 2 2
ˆ        

       2
1 2 1 1 1 1 1

ˆ, , , , 0 ,
x x x

y

z z z

u
q w g g u Gu a

u


    
                        
        


    


 

        3
1 2 1 1 1 1 1

ˆ, , , , 0 ,
x x

z z

q w g g G u a

    
                     
     


    


 

       3 1 1 2 1 2 1 1
ˆ ˆ, , , , ,g G u u a                      

 3 1 1 1Δa      , 

где  

       1 1 1 2 1 2
ˆ ˆΔ , , , , ,  g G u u               ; 

          3 1 2 1 1 1 1, , , , 0 , 0 , ,
x x x x

z z z z

q w g g g u g G u 

     
                       
        

 
          








 

          1 2 1 1 1 1 0 1 , , , , 0 , 0 , ,
x x x x

z z z z

q w g g g u g G u a
     
                        
        

 
          

 
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     

        

1 2 1 1

1
1 1 0 1

, , , , 0 , 0

, , ,

x x x x

z z z z

q w g g

g u g G J G K a
 

     
              
        

              

 
    








   

 

2 0 0 1 2 0 0 1 0 1a a a               , 
где  

     1
0 1, ,g G J G

        ; 

     

      

2 1 2 1 1

1
1 1

, , , , 0 , 0

, , , ,

x x x x

z z z z

q w g g

g u g G J G K


     
               
        

         

 
    








   

 

 ,J    — матрица Якоби, составленная путем дифференцирования функций насыщения 

(13). 
Получим модель ошибки оценивания: 

 
1 2 1 1

2 1 2 0 0 2 1 2

3 0 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0 Δ 0

0 0 0

a I I
a I I a I
a I I I

                
                                     

                            





 

и перепишем ее в виде  

 0 1 2ΔA B C D B             , 

где  
2

1

0

0

0

0 0

a I I
A a I I

a I


 
   
  

, 

0

 0B
I



 
   
  

, 
0

0

0

T
a I

C

 
   
  

,

0

 

0

D I

 
   
  

, 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I
 
   
  

. 

Запишем модель замкнутой системы: 

    3Φ , , , ΔX X w g X    ; 

 0 1 2ΔA B C D B             , 

где    1, ,g X g    , а 3Δ  означает разницу между реализуемым регулятором (13), (14) и 

номинальным (10).  
Поскольку модель замкнутой системы полностью удовлетворяет условиям утверждения 

10.2, приведенного в [15], то полученные выше вычисления являются доказательством сле-
дующего утверждения. 

Утверждение 2. Существует предел насыщения N , параметры 0 1 2,  ,  a a a  и значение 
*  такие, что при *    все траектории замкнутой системы ограничены и соответствуют 

выполнению цели управления (4).  
Численное моделирование. Рассмотрим пример моделирования решения задачи траек-

торного управления мобильном роботом с использованием предложенного подхода. Заданная 
гладкая траектория описывается уравнением 1 cos 2y x x    и желаемая скорость движения 
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робота * 1 м/с.V   Параметры динамической модели движения робота выбираются как 

1, 1, 1, 1, 1 и 1.x y x ya a a b b b        

Выбираем значения параметров робастного регулятора:  

 100,  100K    , 
1 0 0

0 1 0

0 0 1

G
 
   
  

, 50N  , 

0 1 20,1, 4, 1, 10a a a     ,  1, 1x z    . 
Результаты моделирования траектории движения мобильного робота приведены на рис. 2. 

Как видно на графиках, мобильный робот движется вдоль заданной траектории. Предложен-
ный регулятор, используя оценки регулируемых параметров  , ,s e  , обеспечивает ограни-

ченность ошибок по ориентации и боковому отклонения (рис. 3, а, б и 3, в соответственно). 
 у, м 

 0               5              10            х, м 

10 

5 

0 
траектория робота
заданная траектория 

 
Рис. 2 

 
s, м е, м 

, рад 

0 

–0,02 

–0,04 
0                   10                  20            t, с 0                   10                  20             t, с

0,8

0,6

0,4

0,2

0 

0 

–0,5 

–1 

–1,5 
0                  10                  20            t, с

a) б) 

в) 

 
Рис. 3  

Рассмотрим второй пример, демонстрирующий реальный случай, когда мобильный ро-
бот должен двигаться от точки A до точки D c заданным курсом по заранее запланированной 
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траектории во избежание столкновения с препятствием. В данном случае траектория задается 
по четырем ориентирам А(0,0), B(10,10), C(20,5), D(30,20) (рис. 4, а); результат моделирова-
ния представлен на рис. 4, б. Из рис. 5 видно, что регулятор обеспечивает нулевую ошибку по 
продольному (а) и поперечному (б) отклонению от заданной траектории и по углу ориента-
ции (в). 

 
у, м

 0               5              10         х, м 

25

20

15

10

5 

0

траектория робота 
заданная траектория 

A 

B 

C 

Da) б) 

 
Рис. 4 

 
Рис. 5  

Заключение. В развитие методов синтеза алгоритмов траекторного управления движе-
нием мобильных роботов вдоль заданной непрерывной траектории предположена новая па-
раметризация математической модели движения робота вдоль траектории, позволяющая за-
писать нелинейную модель движения в нормальной форме, на основе которой синтезируется 
робастный регулятор с использованием метода расширенного наблюдателя. Такой подход 
позволяет аналитически показать ограничение ошибок регулирования в установившемся ре-
жиме при движении робота вдоль траектории.  

s, м е, м 

, рад 
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0         10       20        30        40   t, с

0,5 

–0,5 

–1 

–1,5 

a) б) 

в) 
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–0,03 

0 

–0,5 

–1 

0         10       20        30        40   t, с 

0 

0         10       20        30        40   t, с
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