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Аннотация. Полумарковский процесс, описывающий функционирование системы обслуживания 
GI/G/1/1, рассмотрен как регенерирующий. Точками регенерации являются моменты попадания заявок в сво-
бодную систему. Установлены формулы для вычисления следующих характеристик системы за цикл регенера-
ции: средних чисел поступающих, обслуженных и потерянных заявок; среднего времени пребывания системы в 
свободном состоянии; средних суммарных времен пребывания в системе одной и двух заявок. Финальные веро-
ятности физических состояний системы, средние стационарные времена пребывания в состояниях, в очереди и в 
системе выражены в терминах характеристик регенерирующего процесса.  
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Введение. Исследованиям систем массового обслуживания (СМО) посвящена обширная 

библиография. Обзор результатов, полученных в этой области, содержится, например, в [1—
6]. Характеристики систем обслуживания, исходные параметры которых имеют экспоненци-
альные распределения, определяются в явном виде, как правило, с помощью аппарата мар-
ковских процессов. Завершенные результаты получены и для ряда систем, распределения па-
раметров которых имеют конкретный вид (отличный от экспоненциального) либо только не-
которые из параметров имеют распределения общего вида (например, [1—3, 7—11]). Для сис-
тем с общими входными потоками и произвольным распределением времени обслуживания 

                                                 
*© Песчанский А. И., 2023 



374 А. И. Песчанский 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2023. Т. 66, № 5                                                      JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2023. Vol. 66, N 5 

поиск явного выражения для основных характеристик вызывает определенные сложности.  
В этом случае стационарные характеристики систем находятся приближенно либо устанавли-
ваются их асимптотические оценки [12—15]. Еще один подход — использование аппарата 
полумарковских процессов с дискретно-непрерывным фазовым пространством состояний 
[16—20]. Так, в [20] стационарные характеристики системы / /1 /1GI G  выражаются в терми-
нах функции распределения времени обслуживания, функции восстановления и прямого ос-
таточного времени процесса восстановления, который порождается входящим потоком зая-
вок. Описание систем обслуживания в терминах регенерирующих процессов встречается в 
научной литературе значительно реже. Поскольку полумарковский процесс, протекающий в 
системе / /1 /1GI G , является также и регенерирующим, то представляется интересным ста-
ционарные показатели этой системы выразить через характеристики регенерирующего про-
цесса. Это позволит углубиться в понимание динамики систем обслуживания при различных 
предположениях о входном потоке и процессе обслуживания. 

Постановка задачи. Рассмотрим однолинейную систему обслуживания с одним местом 
для ожидания / /1 /1GI G  в классификации Кендалла [21]. Время между моментами поступ-
лений заявок во входящем в систему рекуррентном потоке — случайная величина (СВ)   с 
функцией распределения (ФР) ( ) { }G x P x   . Время обслуживания заявки — СВ   с ФР 

( ) { }F x P x   . Предполагается, что СВ   и   независимы, удовлетворяют условию 

 0 1P     , имеют соответственно плотности распределения ( )f x , ( )g x , конечные ма-

тематические ожидания M , Mи дисперсии. Поступающая в свободную систему заявка 
начинает немедленно обслуживаться. Если прибор занят обслуживанием, а место в очереди 
свободно, то заявка становится в очередь. В случае занятого прибора и отсутствия места в 
очереди заявка теряется. 

Представленная система может находиться в следующих физических состояниях: 0  — 
прибор свободен, в очереди заявки нет, 1 — прибор занят обслуживанием, в очереди заявки 
нет; 2  — прибор обслуживает заявку, место в очереди занято. В [19, 20] функционирование 
системы описано с помощью полумарковского процесса ( )t с дискретно-непрерывным мно-
жеством состояний. Расширенное фазовое пространство состояний системы сформировано в 
результате добавления к физическим состояниям непрерывных компонентов, которыми слу-
жат остаточные времена действия случайных факторов, изменяющих физические состояния 
[16—19]. С помощью предельных теорем теории полумарковских процессов с измеримым 
фазовым пространством состояний найдены финальные вероятности и средние стационарные 
времена пребывания системы в физических состояниях [20]. Полумарковский процесс ( )t  
является также и регенерирующим. Циклами (периодами) регенерации являются промежутки 
времени между моментами поступлениями заявок в свободную систему.  

В настоящей статье рассматривается полумарковский процесс ( )t  как регенерирующий 
и определяются его характеристики: средняя длительность цикла регенерации, средние сум-
марные времена пребывания системы в физических состояниях, средние числа поступающих 
и обслуженных заявок за цикл регенерации; известные стационарные показатели системы 
предлагается [20] выразить в терминах указанных характеристик. 

Среднее число обслуженных заявок за цикл регенерации. Пусть обсN  — число об-

служенных заявок за цикл регенерации, т.е. за время между соседними моментами поступле-
ния заявок в свободную систему. Установим закон распределения этой случайной величины. 
Начнем с вероятности обслуживания только одной заявкиза цикл: 

  обс
0

( 1) ( ) ( )P N P g y F y dy


       . 
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Графическая иллюстрация этого события представлена на рис. 1, где 1 — обслуживаю-
щий прибор, 2 — поток заявок. 

 
Рис. 1 

При определении вероятностей остальных событий понадобится вычислить плотность 
распределения ( , )gv t x  прямого остаточного времени t  для процесса восстановления, поро-

жденного СВ  : ( ) 1t t t      (фиксирует время после момента t  до момента поступления 

следующей заявки в систему) [17, 22]: 

0

( , ) ( ) ( ) ( )
t

g gv t x g t x g t x s h s ds     , 

где ( )

1

( ) ( )n
g

n
h x g x





   — плотность функции восстановления ( )gH x  входящего потока заявок.  

Определим вероятность обслуживания двух заявок за цикл: 

 обс 1 2
0 0 0

( 2) , ( ) ( , ) ( ) ( )t gP N P dt F x dx v t x dt f t y g y dy
  

           . 

Графическая иллюстрация этого события представлена на рис. 2.  

 
Рис. 2 

Обозначим 
0

( , ) ( ) ( , )gx y f t y v t x dt


   . Используя понятие табу-вероятности [23], от-

метим вероятностный смысл функции ( , )x y : это плотность перехода системы из состояния 
„начинает обслуживаться заявка (до поступления следующей заявки в систему остается время y)“ 
в ближайшее аналогичное состояние ( x  — оставшееся время до поступления следующей за-
явки) при условии, что между этими событиями система не попадает в свободное состояние. 

Учитывая, что  

 
0

( , ) ( )x y d x F y


  ,  (1) 

с помощью функции ( , )x y  и ее итераций запишем закон распределения СВ обсN : 

обс
0 0 0

( 1) 1 ( ) ( ) 1 ( , ) ( )P N g y F y dy dx x y g y dy
  

        ; 

21

 

t 

t 

1 

2 





t

t

1 

2 
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обс
0 0 0 0 0

( 2) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )P N F x dx x y g y dy g y F y dy F x dx x y g y dy
    

          

(1) (2)

0 0 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( )dx x y g y dy dx x y g y dy
   

       ; 

( 1)
обс

0 0

( ) ( ) ( , ) ( )nP N n F x dx x y g y dy
 

    

( 1) ( )

0 0 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( ) , 3n ndx x y g y dy dx x y g y dy n
   

        , 

где 

(1) ( , ) ( , )x y x y   , (2) (1)

0

( , ) ( , ) ( , )x y x s s y ds


    , ( ) ( 1)

0

( , ) ( , ) ( , )n nx y x s s y ds


    . 

Найдем математическое ожидание СВ обсN : 

обсобс обс
1 0 0

( ) ( ) 1 ( , ) ( )
n

M N N nP N n dx x y g y dy
 


          

( 1) ( )

2 0 0 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( )n n

n
n dx x y g y dy dx x y g y dy

   




 
     

  
      

( ) ( )

1 20 0 0 0 0 0

1 ( , ) ( ) ( 1) ( , ) ( ) ( , ) ( )m n

m n
dx x y g y dy m dx x y g y dy n dx x y g y dy

      

 
                

( )

1 0 0 0 0

1 ( , ) ( ) 1 ( , ) ( )m

m
dx x y g y dy dx h x y g y dy

   




         , ( )

1

( , ) ( , )n

n
h x y x y






  . 

Таким образом, среднее число обслуженных заявок за цикл регенерации 

 обс

0

( ) ( )N I H g x dx


  , (2) 

где 
0

( ) ( , ) ( )H x h x y y dy


    , I  — единичный оператор. 

В [20] доказано, что при условии  1 2 1P       
 
действие интегрального опера-

тора H   ограничено в пространстве 1,1( )L R функций, суммируемых с весом на правой полуоси. 

Представим выражение (2) в ином виде. Для этого проинтегрируем по переменной x  в 
пределах от 0  до   тождество 

 
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y x s h s y d s h x y


      (3) 

и учтем выражение (1), тогда 

 
0

( , ) ( ) ( )h x y F x dx F y


  . (4) 
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С помощью тождества (4) формула (2) для вычисления среднего числа обслуженных 
заявок преобразуется к виду 

 обс

0 0

( )( ) ( ) ( )( ) ( )N F x I H g x dx F x I H g x dx
 

      
0

1 ( ) ( )fA I H g x dx


  , (5) 

где  

0

( ) ( ) ( )fA x f x y y dy


    . 

Среднее число заявок, поступающих в систему за цикл регенерации. Обозначим че-
рез N  число заявок, поступающих в систему за цикл регенерации. Введем в рассмотрение 
последовательность СВ  , 1n n  , которые определяются следующим образом: 1  — остав-

шееся время обслуживания первой заявки в цикле регенерации в момент размещения в оче-
реди следующей заявки (при условии, что она поступила во время обслуживания). Плотность 
распределения вероятностей СВ 1 : 

1

1
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x g y f x y dy g y F y dy
    

      
      
   

1

0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) .g y f x y dy dx x y g y dy
     

     
      
    

Заметим, что 1  в [18] обозначается как    .Графические иллюстрации реализации 

СВ 1  и 2  представлены на рис. 3. 

 
Рис. 3 

Аналогично, n  — время, оставшееся до окончания обслуживания п-й заявки в цикле 

регенерации, в момент постановки в очередь заявки, которая поступила во время обслужива-
ния п-й заявки. Плотность распределения вероятностей n : 

 

1

( 1) ( )

0 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) , 2n n
n x f x t dt t y g y dy dx x y g y dy n

   


   
        

      
    . (6) 

Математическое ожидание числа N  заявок, поступающих в систему за период регене-
рации, найдем по формуле полного математического ожидания. Учтем, что численное значе-

ние интеграла 
0

( ) ( )gH x x dx


  равно среднему числу событий (первое событие не учитывает-

ся) в рекуррентном потоке, порожденном СВ  , за случайное время, которое является реали-
зацией случайной величины с плотностью ( )x . 

t 

t 

2



1

  

1  2  



1 

2 
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Имеем 

обс обс обс
1

( ) ( ) ( / ) ( 1)
n

M N N P N n M N N n P N



        

1

обс обс
2 1 10

( ) ( ) ( ) ( )
n

g m
n m n

P N n n H x x dx nP N n
  

  

 
       

  
  

 

1

обсобс обс
2 1 1 10 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

g m g m
n m m n m

P N n H x x dx N H x x dx P N n
    

    
             

( )
обс

1 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( )m
g m

m
N H x x dx dx x y g y dy

  


       . 

В последнем преобразовании использовано 

( )
обс

1 0 0

( ) ( , ) ( )m

n m
P N n dx x y g y dy

 

 
     . 

Выражение (6) для плотности распределения ( )m x  приводит к равенству 

обс

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )g gN N H x dx f x t g t dt H x dx f x t dt h t y g y dy
    

          

или 

 обс

0

( ) ( )fgN N H A I H g x dx


   , (7) 

где 

( ) ( ) ( )g g
x

H x h y x y dy


    . 

Учитывая формулу (5) для среднего числа обслуженных заявок, окончательно получаем 

 
0

1 ( ) ( ) ( )fgN I H A I H g x dx


    . (8) 

Заметим, что из (7) вытекает формула для нахождения среднего числа пN  потерянных 
заявок за цикл регенерации по причине отсутствия места в очереди: 

 п обс

0

( ) ( )fgN N N H A I H g x dx


    . (9) 

Среднее суммарное время пребывания в системе двух заявок за цикл регенерации. 
Обозначим через 2T  суммарное время пребывания в системе двух заявок (одна обслуживает-

ся, вторая — в очереди) за цикл регенерации. Очевидно, что 2T является смесью сумм слу-

чайных величин m , плотности распределения которых определяются формулой (6), т.е. 
1

2 обс
2 1

( )
n

m
n m

T P N n
 

 
    . 
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На рис. 4 схематически проиллюстрировано суммарное время пребывания в системе 
двух заявок за цикл регенерации для случая обс 3N  . 

 
Рис. 4 

По формуле полного математического ожидания имеем 
1

22 обс обс
2 1 1 1

( ) ( ) ( )
n

m m
n m m n m

M T T P N n M M P N n
   

    
          

 

( )

1 0 0

( , ) ( )m
m

m
M dx x y g y dy

 


     . 

Учитывая, что 

0
1

0 0

( ) ( )

( )

( , ) ( )

g y F x y dy
x

dx x y g y dy



 



 





 
, 

( 1)

0 0

( )

0 0

( ) ( , ) ( )

( ) , 2

( , ) ( )

m

m
m

F x t dt t y g y dy
x m

dx x y g y dy

 


 

 

  



 

 
, 

где ( ) ( ) , 1m m
x

x t dt m


    , найдем математические ожидания mM : 

0
1

0 0

( ) ( )

( , ) ( )

x

g x dx F t dt
M

dx x y g y dy

 

  



 

 
, 

( 1)

0 0

( )

0 0

( ) ( , ) ( )

, 2

( , ) ( )

m

x
m

m

dx F t dt x y g y dy
M m

dx x y g y dy

  


 



  



  

 
. 

Следовательно, 

( 1)
2

20 0 0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )m

mx x

T g x dx F t dt dx F t dt x y g y dy
    




         

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
x x

g x dx F t dt dx F t dt h x y g y dy
    

      . 

Окончательно получаем выражение для определения среднего суммарного времени 
пребывания двух заявок в системе за цикл регенерации 

 2

0

( ) ( ) ( )
x

T I H g x dx F t dt
 

   .  (10) 

Среднее суммарное время пребывания одной заявки в системе за цикл регенера-
ции. Пусть 1T  — суммарное время пребывания одной заявки в системе (заявка обслуживает-

ся, место в очереди свободно) за цикл регенерации. Рассмотрим последовательность СВ 

t 

t 

2



1  

   

1  2  

 

3  

 

1 

2 
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{ , 1}m m  . СВ m  равна величине первого перескока суммы СВ 1 2 m     последо-

вательностью СВ n  из рекуррентного входящего потока заявок при условии, что при обслу-

живании т-й заявки в цикле регенерации место в очереди занято. Графические иллюстрации 
реализации случайных величин 1  и 2  представлены на рис. 5. 

 
Рис. 5 

Плотность распределения вероятностей ( )m x  СВ m  определяется формулой 
1

( ) ( )

0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )m m
m x x y g y dy dx x y g y dy

     
      

      
   . 

Если обс 1N  , то 1 1 1 1,T      . В случае обс 2N   имеем 1 1 2T    , 

1 1 2 1,      . Если обс , 3N n n  , то 
2

1 1
1

n

m n
m

T



     , 1 1 1, n n      . Суммарное 

время пребывания одной заявки в системе за цикл регенерации для случая обс 3N   проиллю-

стрировано на рис. 6. 

 
Рис. 6 

Среднее значение 1T  найдем по формуле полного математического ожидания: 
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xf x dx t dt
P N n M P N n

f x dx t dt

 



  





       



 

 
 

( 1)

( 1)0 0
обс
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. 

Следовательно, 

( 1)
1

20 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )n

n x

T xf x G x dx xg x F x dx xf x dx dt t y g y dy
    




          

( )

1 0 0 0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )m

m x

xF x dx x y g y dy F x G x dx xf x dx dt h t y g y dy
     




            

0 0 0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
x

xF x dx h x y g y dy F x G x dx F x dx dt h t y g y dy
     

           

0 0 0 0 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x

g x dx F t dt dx h x y g y dy F t dt I H g x dx F t dt
   

           . 

Таким образом, 

 1

0 0

( ) ( ) ( )
x

T I H g x dx F t dt


   . (11) 

Теперь можем определить среднее время занятости прибора за цикл регенерации 

 1 2 обс

0

( ) ( )T T M I H g x dx M N


      . (12) 
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Среднее время пребывания системы в свободном состоянии за цикл регенерации. 
Пусть 0T  — время пребывания системы в свободном состоянии за цикл регенерации. Геомет-

рическая иллюстрация этого времени представлена на рис. 7. Плотность распределения веро-
ятностей этой СВ  

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )l x f s g s x ds g y dy h s x y f s ds
  

      , 

или в операторной форме ( ) ( ) ( )fl x A I H g x  , где ( ) ( ) ( )f
x

A x f y x y dy


    . 

 
Рис. 7 

Найдем выражение для функции ( ) 1 ( )L x L x  , где ( )L x  — функция распределения СВ 0T : 

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )f
x s x

L x A I H g t dt f s G s x ds g y dy f s ds h z y dz
    

 


           

0 0 0
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x

f s G s x ds g y dy h z y F z x dz f s G s x ds
   

           

0 0

( ) ( , ) ( )g y dy h x t y F t dt
 

   . 

Теперь вычислим математическое ожидание СВ 0T : 

00
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
x

t

M T T g x dx F t dt F t dt ds h s y g y dy
   

         

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
x x

g x dx F t dt dx h x y g y dy F t dt
  

      . 

Таким образом, 

 0

0 0

( ) ( ) ( )
x

T I H g x dx F t dt


   . (13) 

Среднее время пребывания системы в свободном состоянии можно выразить через 
среднее число поступивших и обслуженных заявок за цикл регенерации: 

 

0

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x

T I H g x dx F t dt I H g x xdx I H g x dx F t dt
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Далее преобразуем интеграл 
0

( , )xh x y dx


 . Для этого умножим обе части тождества (3) 

на x  и почленно проинтегрируем его по этой переменной в пределах от 0  до  . Принимая 
во внимание, что (1 ( ))t gM M H t t      [22], имеем 

0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )g
y

x x y d x M F y M H t f t y d t F t d t
  

         , 

0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )g
y

x h x y d x M F y M H t f t y d t F t d t
  

           

0 0 0 0

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )g
s

M F s h s y d s h s y d s H t f t s d t h s y d s F t d t
    

  

 
     

  
     . 

Тогда 

0 0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fg
x

g y dy xh x y dx M I H A I H g x dx I H g x dx F t dt
    

              

21M N T      . 

Возвращаясь к (14), получаем 
 0 1 2 обсT M N T T M N M N        .  (15) 

Средняя длительность цикла регенерации. Определив средние суммарные времена 
пребывания системы в возможных физических состояниях системы за цикл регенерации, 

найдем среднюю длительность цикла T :  

2 1 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

x

T T T T I H g x dx F t dt I H g x dx F t dt
  

             

обс обс

0

( ) ( )M N M N M I H g x dx M N M N M N


             . 

Таким образом, средняя длительность цикла регенерации равна произведению средней 
длительности интервала между поступлениями заявок в систему на среднее число поступаю-
щих заявок за цикл:  
 T M N  .  (16) 

Финальные вероятности состояний системы. В [20] получены следующие формулы 
для вычисления финальных вероятностей ip  пребывания системы в физических состояниях 

0,1,2i   и финальной вероятности 1 2p p  того, что прибор занят обслуживанием: 

0 0
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0 0 0

( ) ( ) ( )
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I H g x dx F t dt
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0 0
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I H g x dx F t dt
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0
2

0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x
x

I H g x dx F t dt
p

M I H g x dx I H g x dx F t dt

 



 

 





   

 

  
,

0
1 2

0 0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

M I H g x dx
p p

M I H g x dx I H g x dx F t dt





 

 

 

 

   



  
. 

В терминах регенерирующего процесса эти утверждения имеют следующую формули-
ровку: финальные вероятности физических состояний системы равны отношению средних 
суммарных времен пребывания системы в соответствующих физических состояниях за цикл 
регенерации к средней его продолжительности:  

 0
0

Tp
T

 , 1
1

Tp
T

 , 2
2

Tp
T

 , обс
1 2

M Np p
T


  . (17) 

Средние стационарные времена пребывания системы в подмножествах состояний. 
Обозначим через ( )iT E  средние стационарные времена пребывания системы в физических 

состояниях 0,1,2i  . В [20] установлены следующие формулы: 

0
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
x

T E I H g x dx F t dt


   ; 

1

1
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

T E I H g x dx F t dt I H g x dx
 

 

   
     
      
   ; 

1

2
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

T E I H g x dx F t dt H g x dx
  

 

   
    
      
   ,  

1 2
0

( ) ( ) ( )T E E M I H g x dx


    . 

Полученные выражения для стационарных времен пребывания системы в состояниях 
имеют следующую интерпретацию в терминах характеристик регенерирующего процесса: 

0 обс0( )T E T M N M N     , 1
1

обс
( )

TT E
N

 , 

  (18) 

2
2

обс
( )

1

TT E
N




, обс1 2( )T E E M N   . 

Зная финальные вероятности и средние стационарные времена пребывания системы в 
состояниях 1 и 2 , можно найти в установившемся режиме относительную пропускную спо-

собность системы 21 p , среднее время ot  пребывания заявки в очереди и среднее время st  

пребывания заявки в системе: 

 
1

221 1p T T


      ; 
1

2 обс1 1ot p T N


    ; 
1

2 обс0 1 1( ) 1st p p M p T N


       . (19) 
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Частные случаи СМО. Выпишем стационарные характеристики частных случаев СМО 
/ /1/1GI G , которые являются следствиями полученных формул. 

Система / /1 /1M M . Интенсивность входящего пуассоновского потока заявок равна b , 
а время обслуживания заявок имеет показательное распределение с параметром a . Тогда 

( , ) bx ayx y be   , 1( , ) ( ) bx ayh x y b a a b e  
   . Преобразования интегральных выражений в 

формулах (2) и (8)—(19) приводят к известным соотношениям: 
3 1

0 (1 )(1 )p    , 1 0p p  , 2
2 0p p  ; 

обс 1N   , 2
пN   , 21N   ; 

1
0T b , 1

1T b  , 1 2
2T b  , 1 2(1 )T b  ; 

1
0( )T E b , 1

1( ) ( )T E a b   , 1
2( )T E a , 1

1 2( ) (1 )T E E a   ; 
2

3

1

1
ot

b
 




; 
2

3

2 1

1
st

b
  




, 
b
a

  . 

Система / /1 /1M G . Пусть интенсивность простейшего входящего равна b , т.е. 

( ) bxg x be , тогда 1( , ) ( ), ( , ) (1 ) ( )bx bxx y be F y h x y b d F y e  
    , где { }d P      

0

( ) 1b xb F x e dx


  . Преобразования выражений в (2) и (8)—(15) приводят к следующим рас-

четным формулам: 
1

0T b ,   1
1 (1 )T d b d   ,    1

2 (1 )T bM d b d     , 1 1(1 )T b d M     ; 
11 (1 )N b d M    ,  1

обс (1 )N d   ,  1
п ( )(1 )N bM d d     . 

Выражения (17)—(19)для определения стационарных характеристик системы прини-
мают вид 

0
1

1

dp
d bM



  

, 1 1

dp
d bM


  

, 2 1

bM dp
d bM



  

, 1 2 1
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2( )T E d M b    , 1

1 2( ) (1 )T E E d M    ; 

   1
(1 )ot bM d b d bM       ,    1

2 (1 )st bM d b d bM       . 

Система / /1 /1GI M . Пусть время обслуживания заявок распределено экспоненциально 

с параметром a , т.е. ( ) axf x ae . Тогда ( , ) ( ) ( )x y P x Q y   , где 

 ( ) ( )a x a s

x

P x e g s e ds


  , ( )
1 ( )

a ya eQ y
g a




 
. 

Здесь символом ( )g a  обозначено преобразование Лапласа плотности ( )g x : 

0

( ) ( ) a xg a g x e d x


  . Ядро интегрального оператора H   определяется как 

1
( , ) ( ) ( )

1
h x y P x Q y

q 


,
0

( )
( ) ( )

1 ( )

ag aq Q P d
g a

 
    





. 

Преобразования выражений в (2) и (8)—(19) приводят к следующим утверждениям: 

1 ( )
1

1 1 ( )

g aN
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 2
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. 

Численный пример. В таблице приведены численные результаты расчета характери-
стик однолинейной системы обслуживания с одним местом для ожидания для различных за-
конов входных параметров системы при условии, что средние времена между заявками во 
входящем потоке и средние времена обслуживания одинаковые для всех законов и равны 

0,067M   ч, 0,200M   ч соответственно. Символом 2E  обозначен закон Эрланга второго 

порядка. 
Предельная  

характеристика 
Код системы 

2 2/ /1/1E E  2 / /1 /1E M  2/ /1 /1M E  / /1/1M M  

обсN  6,724 4,519 6,250 4,000 

пN  13,924 9,744 13,500 9,000 

N  20,648 14,263 19,750 13,000 

T , ч 1,377 0,951 1,317 0,867 

1T , ч 0,323 0,200 0,350 0,200 

2T , ч 1,022 0,704 0,900 0,600 

0T , ч 0,032 0,047 0,067 0,067 

0p  0,023 0,050 0,051 0,077 

1p  0,235 0,210 0,266 0,231 

2p  0,742 0,740 0,684 0,692 

1 2p p  0,977 0,950 0,949 0,923 

21 p  0,258 0,260 0,316 0,308 

0( )T E , ч 0,032 0,047 0,067 0,067 

1( )T E , ч 0,048 0,044 0,056 0,050 

2( )T E , ч 0,178 0,200 0,171 0,200 

ot , ч 0,042 0,042 0,046 0,046 

st , ч 0,093 0,094 0,109 0,108 

Заключение. Полумарковский процесс, описывающий функционирование системы об-
служивания / /1 /1GI G , рассмотрен как регенерирующий, точками регенерации которого яв-
ляются моменты попадания заявок в свободную систему. Установлены формулы для вычис-
ления среднего числа поступающих, обслуженных и потерянных заявок, а также средние 
суммарные времена пребывания в системе одной и двух заявок за цикл регенерации. Финаль-
ные вероятности физических состояний системы и средние стационарные времена пребыва-
ния в этих состояниях, в очереди и в системе выражены в терминах характеристик регенери-
рующего процесса. Как следствие полученных утверждений, выведены формулы для вычис-
ления стационарных характеристик однолинейной системы обслуживания с одним местом 
для ожидания в случае частных законов распределения входных параметров системы. 
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